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J'avais  conçu  depuis  long^temps  un  vif  désir  de 
contribuer  de  tout  mdn  pouvoir  à  l'avancement  des 
sciences  dont  l'étude  a  fait  l'i^ne  des  plus  heureuses 
occupations  de  ma  vie;  mais  j'étais  encore  incertain 
sur  la  marche  que  j'ayais'^à  suivre  pour  atteindre  ce 
but,  lorsque  plusieurs  savants  qui  veulent  bien 
m' honorer  de  leur  amitié  se  réunirent  pour  me  per- 
suader que  je  rendrais  un  service  éminent  à  l'ensei- 
gnement de»  mathématiques  si  j'arrivais  à  popula- 
riser les  belles  et  rigoureuses  méthodes  du  plus 
habile  de  nos  géomètres.  Je  me  suis  laissé  convain- 
cre sans  effort;  j'avais  eu  moi-même  cette  pensée; 
je  savais  d'ailleurs  que  M.  Cauchy,  qui ,  à  la  qualité 
glorieuse  d'élève,  me  permet  d'ajouter  celle  plus 
glorieuse  encore  d'ami ,  m'accepterait  volontiers 
pour  intermédiaire  et  pour  écho  dans  ses  savantes 
^communications  avec  le  public. 
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On  apprécie  généralement  les  grands  et  beaux 
travaux  de  M.  Cauchy  sur  la  théorie  des  nombres, 
sur  la  mécanique  céleste ,  et  sur  la  théorie  de  la  lu- 
mière* Le  monde  savant  a  applaudi  et  applaudit 
bien  plus  encore  aujourd'hui  aux  admirables  mé- 
moires par  lesquels  il  a  reculé  toutes  les  limites  de 
Ita  science;  mais  il  me  semble  qu'on  ignore  ce  que 
l'enseignement  classique  des  mathématiques  lui  doit 
de  perfectionnements  inespérés.  Depuis  plus  de 
trekite-quatre  ans,  celui  qu'on  affectait  naguère 
d'appeler  un  jeune  profe'^':eur,  n'a  pas  cessé  de 
combler  quelqu'une  des  lacunes  que  présente  l'en- 
seignem^t  élémentaire  des  sciences.  On  l'a  vu 
chaque  année  substituer  des  imêthodes  simples  et 
rigoureuses  aux' méthodes  empiriques  et  incom- 
plètes que  l'on  gémit  de  rencontrer  jusque  dans 
des  auteurs  très  estimés*  La  justice  et  la  reconnais- 
sance me  font  un  devoir  de  prouver  ce  que  j'avance. 

M.  Cauchy  a  rédigé  sur  des  bases  nouvelles ,  et 
l'on  sait  à  cgiielle  occasion ,  des  traités  élémentaires 
d'Arithmétique  et  de  Géométrie;  on  aime  à  voir  un 
grand  génie,  inspiré  par  un  noble  dévouement, 
suspiendre  la  poursif  ite  de  ses  brillantes  découvertes 
pour  rendre  accessibles  à  un  Jaune  et  royal  exilé 
les  importants  secrets  des  sciences. 

Si  de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie  nous  pas- 
sons à  l'algèbre  et  à  l'analyse  algébrique,  nous  ver- 
rons M.  Cauchy  lutter  sans  ccssse  contre  des  difficul- 
té qui ,  jusqu'à  lui,  avaient  semblé  grandir  avec  la 
science.  Il  commence  d'abord  par  substituer  des  dé- 
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finitions  précises,  dès  démonstrations  rigoureuses, 
aux  paralogismes  et  aux  cercles  vicieux  qui  servent 
malheureusement    d'introduction   au   plus   g^rand 
nombre  des  traitès  d'analyse  ;  puis  c'est  une  succes- 
sion non   interrompue  d'aAiélioralions  longtemps 
attendues  en  vain.  La  scieivge  reçoit  de  lui  tour  à 
tour,  i^  une  mé||||pide  générale  de  résolution  d'un 
nombre  quelconftjue  jd' équations  du  premier  degré 
à  plusieurs  inconnues,  méthode  plus  élégante  et 
plus  Êicile  que  celle  de  Laplace  ;  &<>  une  théorie  nou- 
velle et  très  simple  des  combinaisons  et  des  nombres 
figurés  que  MM.  Mayer  &  Choquet  ont  introduite  en 
partie  dans  leur  Traité  d'Algèbre  ;  3^  une  démonstra- 
tion ,  aussi  élémentaire  qu'elle  peut  l'être,  du  théo- 
rème £3ndamental  que  toute  équation  a  une  racine  ; 
4®  une  théorie  très  ingénieuse  des  fonctions  symé* 
triques,  qui  permet  de  calculer  directement,  à  l'aide 
de  simples  divisions  algébriques ,  une  fonction  sy- 
métrique quelconque  des  racines   d'une  équation 
donnée;  5^  un  moyen  sûr  d'éviter  l'équation  aux 
carrés  des  di£Férences  et  d'obtenir  immédiatement , 
par  un  calcul  arithmétique ,  quand  les  coefficients 
de  l'équation  primitive  sont  des  nombres  entiers , 
lUK  limite  inférieure  à  la  plus  petite  dififérence  entre 
les  racines  réelles  de  cette  équation  ou  entre  les  mo- 
dules de  ses  racines  imaginaires  ;  6^  la  première  so- 
lutioii  connue  du  problème  proposé  par  Lagrange 
sur  la  détermination  exacte  du  nombre  des  racines 
réellea  d'une  équation  algébrique  ;  7^  une  théorie  en- 
tièrement neuve,  conduisant  à  des  démonstrations 
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simples  et  directes  des  beaux  thcorènies  de  Descar- 
tes, de  Diibuat,  de  Biidan,  de  Fourier  et  de  Sturm, 
sur  la  détermination  exacte  ou  approchée  des  raci- 
nes réelles  d'une  équation  donnée  ;  7^  un  tliéorème 
nouveau  et  vraiment  extraordinaire,  qui  donne  le 
nombre  des  racines  im^naires  dont  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  sont  comprises  entre  des  li- 
mites données ,  théorème  qui  contient^  comme  cas 
particulier ,  le  théorème  de  Sturm  et  tous  les  théo- 
rèmes analogues;  8^  une  méthode  rigoureuse  pour 
le  calcul  par  approximations  successives  des  racines 
d'une  équation  numérique  quelconque  ;  cette  mé- 
thode, qui  se  réduit  à  celle  de  Newton  quand  cette 
dernière  est  applicable ,  donne  réellement  à  chaque 
opération  une  approximation  plus  grande  ;  9^  des 
considérations  importantes  sur  la  convergence  des 
séries,  et  deux  règles  très  simples  pour  l'apprécia- 
tion de  cette  convergence;  10^  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  questions  difficiles  d'analyse. 

"Je  me  propose  de  réunir  sous  peu  de  jours, 
dans  un  petit  volume ,  l'ensemble  de  ces  perfection- 
nements; ce  sera  une  exposition  nouvelle  et  très 
élémentaire  de  la  théorie  générale  des  équations,  et 
du  grand  problème  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Nous  devons  encore  à  AI.  Cauchy  une  rédaction 
complètement  neuve  des  deux  trigonométries  rec- 
tiiigne  et  sphérique,  et  de  l'application  de  l'algèbre 
à  la  géométrie.  Il  a  eu  l'heureuse  idée  de  rattiener 
l'étude  dés  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré  à  la 
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discussion  facile  et  simple  d'une  é([uation  à  trois  ter- 
mes r*+2/r+tt— A:=o.  Il  suffit  alors  dequelques  rai- 
sonnements évidents,  de  quelques  calculs  élégants, 
sans  transformation  aucune  des  coordonnées,  pour 
Éaire  ressortir  toutes  les  propriétés  de  ces  lignes  et 
de  ces  surfaces.  S'il  s'agit  par  exemple  des  surfaces 
du  second  degré ,  on  arrive  dans  deux  ou  trois  le- 
çons ,  en  suivant  une  marche  très  uniforme  et  tout-à- 
fiait  analytique,  aux  équations  du  centre,  du  plan 
diamétral,  des  plans  diamétraux  principaux,  des 
axes  principaux ,  du  plan  tangent ,  des  sections  rec- 
tilignes ,  des  sections  circulaires ,  des  foyers  ;  aux  re- 
lations qui  unissent  les  axes  principaux  aux  diamè- 
tres conjugués,  etc.,  etc.  Il  me  tarde  aussi,  en 
publiant  cette  admirable  méthode,  de  simplifier 
l'enseignement  de  la  géométrie  analytique. 

Quant  à  ce  qui  concerne  les  traités  de  Calcul  dif- 
férentiel ,  de  Calcul  intégral  et  de  Mécanique  dont 
j'entreprends  aujourd'hui  la  publication ,  il  suffira 
de  les  parcourir  pour  se  convaincre  qu'ils  diffèrent 
totalement  des  traités  publiés  par  d'autres  auteurs , 
qu'ils  sont  presque  en  entier  l'œuvre  de  l'illustre 
géomètre.  Quand  il  emprunte  à  ses  devanciers  les 
énoncés  des  théorèmes,  le  mode  au  moins  de  démons- 
tration est  à  lui.  On  verra  mieux  ce  qui  lui  appar- 
tient plus  en  propre  dans  l'analyse  que  je  placerai  à 
la  tète  de  chacun  des  volumes  de  cet  ouvrage.  Je 
n'ai  à  m' occuper  aujourd'hui  que  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 

C^  Traité  doit  être  regardé  comme  une  édition 
T.  I.  h 
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nouvelle,  mais  considérablement  augmentée,  des 
Leçons  de  M.   tlauchy.  Je   l'ai  fait  aussi  complet 
.  qu'il  m'a  été  possible;   ce  n'était  pas  assez  qu'il 
fût  au  niveau  de  la  science  telle  que  l'avaient  faite 
jusqu'ici  les  traités  classiques;  ces  traités  ne  prépa- 
raient pas  suffisamment  à  la  lecture  des  ouvrages 
des  grands  maîtres;  il  fallait  nécessairement  donner 
à  l'enseignement  un  nouvel  essor  :  j'ai  essayé  de  le 
faire.  J'ai  fait  entrer  dans  la  composition  de  ce  pre- 
mier volume  les  ouvrages  suivants  de  M.  Cauchy  : 
i'*  les  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel  y  deuxième 
édition ,  Paris ,  1 829;  2**  les  Leçons  sur  V application 
du  Calcul  iîifinitésimal  à  la  Géométrie ,  t.  i*^%  Pa- 
ris, i8îi6;  3°  un  Mémoire  publié  dans  le  troisième 
volume  des  Exercices  de  mathématiques ,  sur  les 
surfaces  que  peuvent  engendrer,   en  se  mouvant 
dans  l'espace,    des  lignes  droites   ou  courbes  de 
forme  constante  ou  variable;  4"  im  Mémoire  sur  la 
théorie  des  suites  et  les  lois  de  leur  convergence, 
imprimé  d'abord  dans  les  Comptes  tendus  de  UAca-- 
demie  des  Sciences ,  et  plus  tard,  avec  des  additions 
importantes ,  dans  la  neuvième  livraison  des  Exer^ 
cices  d'Ànalj'se  et  de  Phjrsique  mathématique;  5**  un 
Mémoire  sur  l'interpolation ,  d'abord  lithographie , 
puis  inséré  dans  le  troisième  volume  du  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville;  6®  divers  Mémoi- 
res sur  le  calcul  des  résidus ,  faisant  partie  des  Exer- 
cices  de  mathématiques;  7**  un  Traité  inédit  du  calcul 
aux  différences  finies;   8^  enfin  un  cahier  manus- 
crit que  M.  Cauchy  a  bien  voulu  me  confier,  et  qui 
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devait  former  le  troisième  volume  des  Applications 
du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géàmétrie.  L'ensemble 
de  ces  Traités  et  Mémoires  formait  plus  de  io4o 
pages  in-4®  ;  pour  le  resserrer  dans  les  limites  d'un 
seul  volume  in-S**,  il  a  fallu  changer  presque  en- 
tièrement la  rédaction.  J'avais  à  la  rendre  à  la  fois 
plus  concise  et  plus  élémentaire;  puissé-je  avoir 
réussi  ! 

Ce  qui,  je  l'espère,  attirera  surtout  l'attention 
dans  ce  nouvel  ouvrage,  c'est  la  rigueur  et  la  netteté 
des  démonstrations.  La  rigueur  est  le  caractère ,  j'o- 
serais presque  dire  le  caractère  distinctif  de  la  ma- 
nière de  M.  Cauchy;  son  esprit  éminemment  exact 
et  pénétrant  n'a  jamais  pu  s'accommoder  de  ces 
demi-preuves  auxquelles  tant  d'autres  géomètres  se 
sont  résignés.  Cette  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la 
simplicité,  elle  en  est  au  contraire  la  compagne  insé- 
parable. Une  démonstration  incomplète  est  une  dif- 
ficulté cachée,  mais  non  résolue,  qui  tôt  ou  tard  se 
fera  jour  et  deviendra  la  source  de  difficultés  plus 
grandes  encore;  une  preuve  rigoureuse  est  toujours, 
aucontraire,  unedifficulté  vaincue.  Avant  que  M  .Cau- 
chy publiât  ses  Traités,  les  démonstrations  des  théorè- 
mes fondamentaux  du  Calcul  différentiel  reposaient 
trop  souvent  sur  la  considération  de  certaines  séries 
que  Ton  employait  sans  discernement ,  sans  avoir  pu 
s'assurer  qu'elles  étaient  convergentes ,  ou  qu'elles 
étaient  l'expression  exacte  des  fonctions  qui  sem- 
blaient leur  avoir  donné  naissance.  C'était  un  vérita- 
ble abus  contre  lequel  M.  Cauchy  n\'i  pas  cessé  de 
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réclamer  ;  il  n'a  jamais  eu  recours  à  un  développe- 
ment en  série  sans  avoir  d'abord  mis  en  évidence  sa 
possibilité ,  sa  forme  j  sa  convergence ,  son  existence 
ei?  un  mot,  comme  expression  de  telle  fonction 
donnée.  Je  crois  pouvoir  affirmer  sans  crainte  qu'en 
étudiant  ou  en  enseignant  ces  Leçons,  on  ne  rencon- 
trera pas  une  seule  démonstration  qui  ne  satisfasse 
pleinement  l'esprit.  Je  suis  même  convaincu  que  dès 
qu'on  se  sera  familiarisé  avec  les  notations,  d'ailleurs 
très  simples  et  très  élégantes,  de  M.  Cauchy ,  on  sera 
forcé  de  reconnaître  que  ses  méthodes  sont  les  plus 
élémentaires  de  toutes. 

J'ai  cru  devoir  prendre  pour  base  et  pour  point 
de  départ  du  Calcul  différentiel  la  considération  de 
la  fonction  dérivée,  dont  on  se  fait  toujours  une  idée 
nette  et  précise  en  disant  qu'elle  est  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroisse- 
ment de  la  variable  indépendante.  De  la  définition 
de  la  dérivée  je  passe  à  la  différentielle ,  qui  est  le 
produit  de  la  dérivée  par  l'accroissement  arbitraire 
attribué  à  la  variable  indépendante.  Je  n'ai  pas  craint 
de  dire  que  cette  différentielle,  regardée  par  Euler 
comme  rigoureusement  égale  à  o ,  est  en  réalité  inie 
quantité  indéterminée  finie  ou  indéfiniment  petite, 
suivant  que  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  va- 
riableindépendante  est  lui-même  fini  ou  indéfiniment 
petit  :  de  fait  cependant ,  dans  le  calcul  différentiel 
considéré  comme  distinct  du  calcul  aux  différences 
finies,  la  différentielle  est  toujours  une  quantité  très 
petite.  M.  Cauchy  a  cru,  dans  ces  dernières  années. 
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devoir  donner  de  la  différentielle  une  définition  di- 
recte, immédiate,  indépendante  de  la  considération 
des  fonctions  dérivées.  Se  rapprochant  des  idées  de 
Maclaurin  et  de  d'Alembert,  il  appelle  différentielles 
des  quantités  dont  les  rapports  sont  équivalents  aux 
dernières  raisons  des  accroissements  que  peuvent 
prendre  simultanément  les  variables.  En  partant  de 
cette  définition  on  peut  calculer  les  différentielles 
sans  passer  par  les  dérivées,  comme  je  l'ai  fait  voir 
avec  détail  dans  la  quatorzième  leçon  ;  mais  je  n'ai 
pas  voulu  la  prendre  pour  point  de  départ  :  elle 
n'est  réellement  avantageuse  que  lorsqu'il  est  ques- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; j'aurais  craint,  en  l'employant  trop  tôt,  de 
jeter  quelque  obscurité  sur  les  principes  du  Calcul 
différentiel  qu'il  importait  tant  d'éclaircir. 

On  verra  que  je  me  suis  efforcé  de  faire  compren- 
dre parfaitement  le  sens  des  notations  du  Calcul  dif- 
férentiel et  de  leur  enlever  tout  ce  qu'elles  pouvaient 
présenter  d'obscur  ou  d'ambigu.  Je  regrette  de  n'a- 
voir pas  banni  complètement  de  ces  leçons  les  no- 
tations vagues  et  incommodes  ^,    ^^>  ;^i  ^, 

^  /ùr,   ^  ^  ^»  pour  leur  substituer  les  notations 

plus  tranchées jrl=T>:c  Jf  ^xj^  ^r=^x^f  aj=DyZ, 
//fS,  dyZj  etc. 

Puisque  le  développement  des  fonctions  en  séries 
n'est  qu'une  des  nombreuses  applications  du  Calcul 
différentiel ,  j'ai  cru,  toujours  en  suivant  M.  Cau- 
chy ,  et  quoique  l'opinion  contraire  ait  été  soutenue 
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par  Lagrange ,  dans  son  remarquable  et  célèbre  on- 
yrage  sur  le  calcul  des  fonctions,  qu'il  importait 
d'établir  les  principes  fondamentaux  de  cette  bran- 
che importante  de  l'analyse,  indépendamment  de 
ce  développement  ou  indépendamment  de  la  for- 
mule de  Taylor.  M.  Cauchy  ramène  dans  tous  les 
cas  le  calcul  des  dérivées  à  la  considération  des 

valeurs  que  prennent  pour  j?  =  o  les  trois    ex- 

I 

pressions  (i  +  x)' ,   -^ ^ ,  ;  cette  méthode 

paraît  au  premier  abord  trop  subtile ,  elle  n'est  réel- 
lement qu'ingénieuse ,  et  il  est  presque  impossible 
de  l'éviter  sans  tomber  dans  quelque  cercle  vicieux, 
ou  sans  cesser  de  marcher  du  simple  au  composé. 
Il  est  d'ailleurs  utile  de  montrer  de  bonne  heure 
aux  élèves  le  parti  qu'on  peut  tirer  d'une  heureuse 
transformation  analytique.  Dans  une  Note  sur  la  li- 

mite  de  (  I H —  ) ,  insérée  dans  le  dernier  numéro  du 


\ 


Journal  de  Mathéuiatiques  pures  et  appliquées  ^ 
M.  Liouville  dénonce  comme  insuffisantes  les  dé- 
monstrations dont  on  fait  ordinairement  usage  pour 
prouver  que  cette  limite  a  pour  valeur  le  nombre 

c=  I  H 1 h  etc.  J'aime  à  croire  que  cette 

observation  ne  s'étend  pas  à  la  marche  suivie  par 
M.  Cauchy,  et  que  M.  Liouville,  dans  sa  pen- 
sée du  moins,  a  fait  une  exception  en  faveur  de 
son  illustre  confrère.  Dans  tous  les  cas,  comme 
cette  limite  est  pour  M.  Cauchy  la  base  du  Calcul 
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différentiel,  je  ne  puis  me  dispenser  de  faire  res- 
sortir en  peu  de  mots  la  rigoureuse  exactitude  de 
sa  méthode.  Il  n'a  pas  à  prouver  que  la  limite  de 

l'expression  (  i  +  -  )  est  égale  au  nombre  e,  cette  vé- 

rite  est  pour  lui  le  résultat  d'une  définition ,  car 
il  appelle  e  cette  limite,  qui,  toujours  la  même 
quel  que  soit.r,  positif  ou  négatif,  entier  ou  fraction- 
naire, est  une  quantité  finie  plus  grande  que  i  et 
plus  petite  que  3.  La  seule  chose  à  démontrer,  pour 
M.  Cauchy,  c'est  que  le  nombre  e  ainsi  défini  est 

égal  à  la  somme  i  H 1 1 =+etc.,  ce  qu'il 

fait  très  rigoureusement  quand,  après  avoir  prouvé 

que  la  série  e^  -=•  i  H 1 h  etc .  .  .  est  couver- 

gente  quel  que  soit  a: ,  il  y  fait  jc  =  i . 

Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  avec  M.  Cau- 
chy, la  cinquième  leçon,  sur  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonction^  d'une  seule  variable  et  leurs  dé- 
rivées, est  la  plus  essentielle  de  toutes.  Elle  contient 
réellement  en  germe  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
intégral  tout  entier,  avec  leurs  plus  importantes  ap- 
plications. Quand  les  élèves  l'auront  bien  comprise, 
rien  ne  pourra  plus  les  arrêter.  I^s  démonstrations 
des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  cette  leçon 
me  semblent  ne  laisser  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  simplicité  et  de  la  clarté;  elles  demandent  ce- 
pendant à  être  l'objet  d'une  étude  sérieuse ,  car  la 
généralité  de  ces  théorèmes  leiu*  donne  je  ne  sais 
quelle  apparence  d'abstraction  qui  effraie  an  j>rc- 
mier  abord. 
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J'ai  rangé  dans  le  meilleur  ordre  possible  les  ap- 
plications analytiques  du  Calcul  différentiel;  on 
n'étudiera  pas  sans  intérêt  et  sans  fruit  la  leçon  sur 
les  quantités  infiniment  petites ,  et  les  règles  dont 
l'ensemble  constitue  la  méthode  infinitésimale.  Dans 
les  dernières  années  de  sa  vie,  le  grand  géomètre 
enlevé  trop  tôt  à  la  France,  dont  il  faisait  la  gloire , 
M.  Poisson,  déclara  la  guerre  à  la  théorie  des  fonc- 
tions telle  que  l'avait  faite  le  génie  de  Lagrange,  et 
s'arma  de  toute  sa  puissance  pour  ramener  le  monde 
savant  à  la  méthode  infinitésimale.  Il  affirma  que 
les  infiniment  petits  ne  sont  passeulement  un  moyen 
d'investigation  imaginé  par  les  géomètres,  mais 
qu'ils  ont  une  existence  réelle,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  des  grandeurs  qui  ne  sont  point  nulles,  qui 
même  peuvent  êti'e  doubles,  triples,  quadruples 
d'autres  grandeurs ,  et  sont  cependant  moindres  ac- 
tuellement que  toute  grandeur  donnée.  Quoique 
appuyées  d'une  si  imposante  autorité,  ces  assertions 
furent  vivement  combattues  et  repoussées  :  elles 
n'énonçaient  pas  seulement  un  mystère  dont  la 
raison  aurait  pu  s'effrayer  sans  avoir  le  droit  de  le 
rejeter;  beaucoup  d'esprits  judicieux  y  virent  une 
évidente  impossibilité.  En  effet ,  ou  ces  grandeurs, 
plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  sont  encore 
étendues  et  divisibles,  ou  elles  sont  simples  et  indi- 
visibles :  dans  le  premier  cas  leur  existence  est  ime 
chimère ,  puisque,  nécessairement  plus  grandes  que 
leur  moitié,  leur  quart,  etc.,  elles  ne  sont  pas 
moindres  actuellement  que  toute  grandeur  donnée; 
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dans  la  seconde  hypothèse,  elles  ne  seraient  plus  des 
grandeurs  mathématiques,  les  adopter,  ce  serait 
renoncer  à  Tidée  du  continu  divisible  à  l'infini, 
point  de  départ  nécessaire  et  fondement  de  toutes 
les  sciences  mathématiques.  Quelques  applications 
moins  heureuses  de  ces  principes,  dont  le  plus  grand 
inconvénient  était  de  ramener  trop  ouvertement  la 
science  à  son  berceau,  firent  mieux  comprendre 
la  nécessité  des  méthodes  plus  rigoureuses   dont 
MM.  Poinsot  etCauchy  s'étaient  faits  les  défenseurs. 
Pour  ces  géomètres,  un  infiniment  petit  n'est  qu'une 
quantité  variable  ou  indéterminée  qui  a  zéro  pour 
limite,  qui  peut  décroître  indéfiniment  sans  s'arrê- 
tera une  valeur  appréciable;  une  quantité  qui,  prise 
isolément,  peut  être  conçue  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée.  Il  suffit  de  cette  définition  pour 
mettre  hors  de  doute  les  règles  fondamentales  de  la 
méthodeinfinitésimale.  Convenablement  appliquées, 
ces  règles  ne  peuvent  pas  égarer;  si  j'ai  évité  d'en 
faire  usage ,  c'est  uniquement  parce  que   leur  em- 
ploi  entraine  nécessairement  des  considérations  pré- 
liminaires assez  délicates,  qui  font  perdre  à  la  mé- 
thode infinitésimale  le  seul  avantage  qu'on  semblait 
ne  pouvoir  pas  lui  disputer,  la  promptitude  avec  la- 
quelle elle  conduit  au  but.  Pour  faire  mieux  com- 
prendre ma  pensée,  je  me  hâte  de  recourir  à  un 
exemple.  Si  l'on  veut  obtenir  par  la  méthode  infini- 
tésimale la  différentielle  de  l'arc  s  d'une  courbe ,  il  ne 
suffit  pas  de  remarquer  que  l'accroissement  Aj  de 
l'arc  étant  sensiblement  égal  à  sa  corde ,  on  a 
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Pour  que  cette  marche  soit  admissible,  il  faut  néces- 
sairement démontrer  avant  tout  que  l'accroissement 
ide  Tare  diffère  de  la  corde  d'une  quantité  infini- 
ment petite  du  second  ordre ,  ou  du  moins  que  le 
rapport  de  l'accroissement  de  l'arc  à  sa  corde  a  pour 
limite  l'unité.  Entravée  par  cette  démonstration  et 
ramenée  aux  proportions  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée  dans  notre  Traité,  la  méthode  infini* 
tésimale  devient,  ce  semble,  rigoureuse,  mais  en  ces- 
sant d'être  expéditive ,  et  l'on  est  forcé  de  convenir 
que ,  très  avantageuse  quand  il  s'agit  de  prévoir  ou 
de  retrouver  les  résultats,  elle  ne  constitue  pas  à 
elle  seule  une  méthode  d'exposition  suffisamment 
exacte  et  classique. 

Pour  me  conformer  à  un  usage  reçu  et  distinguer 
l'une  de  l'autre  les  formules  qui  donnent  les  déve- 
loppements de  F(a:  +  A)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  À ,  et  de  F  {x)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  j?,  j'ai  appelé  la  première  formule  de 
Taylor,  la  seconde  formide  de  Maclaurin;  mais  en 
réalité  la  gloire  de  ces  deux  formules,  qu'on  a  voulu 
aussi  attribuer  à  un  autre  géomètre  anglais,  ap- 
partient tout  entière  à  Taylor,  comme  le  recon- 
naissent ouvertement  Maclaurin  et  Stirling  dans 
plusieurs  endroits  de  leurs  ouvrages. 

Après  la  démonstration  si  simple  et  si  ingénieuse 
que  M.  Cauchy  a  donnée  de  ces  deux  formules  fon- 
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damentales,  je  ne  concevrais  pas  qu'on  put  recourir 
encore  à  la  méthode  trop  imparfaite  et  trop  inexacte 
des  coefficients  indéterminés,  qui  suppose  tout  et 
prouve  seulement  que  dans  tous  les  cas  où  les  fonc- 
tions F  (x)  et  F  (x  -h  A)  pourront  être  exprimées 
par  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances   ascendantes  de  jc  ou  de  h^  ces  séries 
coïncideront  avec  la  série  de  Maclaurin  ou  avec  la 
série  de  Taylor. 

On  renvoie  ordinairement  au  calcul  intégral  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  et  pour  effectuer  cette  décomposition 
on  a  recours  encore  à  la  mauvaise  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés;  M.  Cauchy  a  montré  depuis 
long-temps  que  cette  décomposition  est  une  simple 
extension  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  où  la  fonc- 
tion qu'il  s'agit  de  développer,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x  —  a,  devient  infinie  pourx  =  a. 
La  douzième  leçon ,  sur  les  formules  de  Moivre , 
sur  la  définition  ou  la  détermination  du  sens  qu'il 
faut  attacher  aux  expressions  x^,  A*,  Lx,  sinx, 
cosx,  dans  le  cas  où  la  variable  x  prend  une  valeur 
imaginaire,  mérite  aussi  beaucoup  d'attention.  Les 
notions  qui  s'y  trouvent  réunies  sont  malheureuse- 
ment fort  peu  répandues,  et  je  regrette  de  n'avoir  pas 
pu  entrer  à  ce  sujet  dans  de  plus  grands  détails,  que 
l'on  trouvera  du  reste  dans  l'analyse  algébrique  de 
M.  Cauchy. 

Je  me  félicité  d'avoir  pu,  dans  la  dix-septième 
leçon,  donner  une  démonstration  élémentaire  de 
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cet  admirable  tliéorème  de  M.  Cauchy,  qui  ra« 
mène  la  loi  de  convergence  des  séries  à  la  loi  de 
continuité  des  fonctions  qui  leur  ont  donné  nais- 
sance ,  et  suivant  lequel  une  fonction  quelconque , 
réelle  ou  imaginaire,  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire Xj  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x , 
tant  que  le  module  de  cette  variable  conserve  une 
valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  et 
sa  dérivée  cessent  d'être  finies  et  continues,  c'est-à- 
dire  cessent  de  prendre  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  une  valeur  unique  et  finie ,  croissant  ou  dé- 
croissant infiniment  peu  avec  cette  même  variable. 
Ce  beau  théorème ,  en  ramenant  le  développement 
d'une  fonction  quelconque  F(;r)  à  celui  de  l'expres- 
sion très  simple ,  fournit,  i  ^  une  démonstration 

très  remarquable  de  la  formule  de  Taylor  ;  i^  une 
expression  nouvelle  du  reste  de  /Cette  série.  Il  s'étend 
d'ailleurs  avec  une  extrême  facilité  au  cas  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

On  ne  trouve  dans  aucun  ouvrage  élémentaire 
la  démonstration  de  la  belle  série  donnée  par  La- 
grange  pour  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites ;  il  faut  même  nécessairement  convenir  que  les 
raisonnements  par  lesquels  on  a  essayé  jusqu'ici  d'é- 
tablir cette  série  laissent  beaucoup  à  désirer;  on 
admettait  sans  preuves  la  possibilité  et  la  forme  de 
ce  développement,  on  prétendait  mettre  son  exis- 
tence hors  de  doute,  indépendamment  de  la  considé- 
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ration  des  valeurs  attribuées  à  la  variable,  ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  la  série  n'est  convergente  qu'entre 
certaines  limites  quelquefois  très  rapprochées.  Il 
m'en  aurait  trop  coûté  de  laisser  dans  l'enseigne- 
ment une  si  grande  lacune  ;  cédant  à  mes  vives  ins^ 
tances,  M.  Cauchy,  pour  qui  lutter  contre  une  dif- 
ficulté est  déjà  l'avoir  vaincue,  est  heureusement 
parvenu  à  étendre  aux  fonctions  implicites  les  règles 
de  convergence  qu'il  avait  établies  pour  les  fonctions 
explicites ,  et  à  donner  de  la  série  de  Lagraïige  une 
démonstration  aussi  neuve  que  rigoureuse,  qui,  je 
n'en  doute  pas ,  sera  bien  accueillie  de  tous  les  géo- 
mètres. L'application  qu'il  a  faite  de  cette  théorie 
nouvelle  à  une  question  importante ,  résolue  avec  de 
grands  efforts  par  le  célèbre  Laplace  dans  deux 
longs  Mémoires,  mettra  mieux  en  évidence  ses  im- 
menses avantages. 

On  a  souvent  besoin ,  dans  la  théorie  du  contact 
des  courbes  et  dans  la  solution  de  plusieurs  autres 
questions  d'analyse ,  de  comparer  entre  elles  les  dé- 
rivées de  deux  ou  de  plusieurs  variables  indépendan- 
tes prises  successivement  par  rapport  à  diverses  va- 
riables considérées  comme  indépendantes.  Les  bases 
de  cette  comparaison  manquent  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires,  j'ai  essayé  de  la  rendre  ri- 
goureuse et  facile  à  l'aide  d'une  suite  de  théorèmes 
importants  dont  l'ensemble  forme  la  première  partie 
de  la  dix-neuvième  leçon.  Pour  ne  renvoyer  au  Cal- 
cul intégral  rien  de  ce  qui  appartient  proprement 
au  Calcul  différentiel^  j'ai  pris  soin,  dans  cette  même 
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leçon ,  d'établir  les  principes  et  les  formules  qui  ser* 
vent  à  l'élimination  des  constantes  ou  des  fonctions 
arbitraires  avec  l'aide  d'un  certain  nombre  de  dif- 
férentiations. 

Je  ne  m'étendrai  pas,  dans  cette  Introduction,  sur 
la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  ;  elle  est,  plus 
encore  que  la  première,  l'ouvrage  de  M.  Cauchy; 
dans  l'impossibilité  de  mieux  faire,  j'ai  dû  souvent  me 
borner  à  le  copier.  Après  m'être  ainsi  effacé,  j'aurai 
acquis  le  droit  de  dire  que  l'ensemble  de  ces  applica- 
tions géométriques  me  semble  véritablement  un  chef- 
d'œuvre.  Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  concevoir  plus 
de  précision  et  de  clarté  dans  les  définitions ,  plus 
de  simplicité  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations , 
plus  d'élégance  et  de  rapidité  dans  les  transforma- 
tions analytiques.  Dans  ce  bel  ensemble,  je  recom- 
manderai comme  plus  spécialement  dignes  d'at- 
tention, i^  les  considérations  si  ingénieuses  par 
lesquelles  M.  Cauchy  est  parvenu  à  établir  les  équa- 
tions que  doivent  vérifier  les  coordonnées  des  points 
singuliers  ;  a®  la  recherche  de  la  courbure ,  du  rayon 
de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe 
plane  ou  quelconque  ;  3®  l'appréciation  du  contact 
des  courbes  ou  des  surfaces  courbes;  4^  la'  détermi- 
nation des  rayons  de  courbure  et  des  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces;  5*^  la  recherche  des  équations 
finies  ou  aux  différentielles  partielles ,  des  surfaces 
que  peuvent  engendrer  en  se  mouvant  dans  l'espace 
des  lignes  droites  et  courbes  de  forme  constante  ou 
variable,  soit  que  ces  surfaces  doivent  passer  par 
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tine  directrice  déterminée,  soit  qu'elles  doivent  être 
circonscrites  à  une  sur&ce  donnée  ;  6^  enfin  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  enveloppes. 

I^  calcul  des  résidus,  création  de  M.  Gauchy, 
est  devenu  entre  ses  mains  un  puissant  instrument 
d'investigations  nouvelles  et  profondes.  Il  en  a  dé- 
duit des  procédés  rapides  pour  la  détermination 
d'un  nombre  immense  d'intégrales  définies  et  des 
méthodes  d'intégration  spécialement  applicables  aux 
équations  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
la  solution  des  problèmes  de  physique  mathéma- 
tique. J'ai  cru  dès-lors  rendre  service  aux  géomètres 
en  ajoutant  une  leçon  sur  les  principes  élémentaires 
de  ce  calcul ,  complément  nécessaire  du  Calcid  dif- 
férentiel. Le  calcul  direct  aux  différences  finies  avait 
aussi  naturellement  sa  place  dans  ce  premier  volume; 
j'ai  été  heureux  de  trouver  dans  les  manuscrits  de 
M.  Cauchy  tous  les  matériaux  de  la  quarante^^in- 
quième  leçon.  On  verra  avec  plaisir  comment 
M.  Cauchy ,  après  avoir  ramené  la  recherche  de  la 
différence  finie  de  l'ordre  n  au  cas  très  simple  où  la 
fonction  donnée  ¥{x)  est  égale  à  a',  déduit  les  deux 
formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies  de  la  considération  des  équations  symboliques. 

Deux  Notes  enfin  complètent  ce  volume.  La  pre- 
mière a  pour  objet  les  formules  nouvelles  d'interpo- 
lation de  M.  Cauchy,  qui  sont  peut-être  l'un  de  ses 
plus  beaux  titres  de  gloire,  et  qui  bientôt,  je  l'es- 
père ,  seront  exclusivement  adoptées ,  parce  qu'elles 
peuvent  seules  résoudre  le  problème  de  l'interpola- 
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tion  avec  une  approximation  certaine  et  suffisante . 
Je  n'aurais  pas  assez  fait  pour  la  clarté  de  cet  ou^ 
vrage  si  je  ne  donnais  pas  quelques  explications  au 
sujet  d'im  procédé  d'élimination  employé  presque  à 
chaque  page  et  à  l'aide  duquel  on  échappe  souvent 
à  d'immenses  calculs.  Quand  il  s'agit  de  déduire 
d'un  certain  nombre  d'équations  les  valeurs  d'un 
nombre  égal  d'inconnues^  M.  Cauchy  a  presque 
toujours  soin  de  ramener  ces  équations  à  une  suite 
de  fractions  égales  dont  les  numérateurs,  toutes  les 
fois  que  la  chose  est  possible,  renferment  la  pre- 
mière puissance  d'une  seule  des  inconnues.  Cette 
transformation  faite,  il  achève  l'élimination  avec  une 
dextérité  admirable,  en  égalant  chacune  de  ces  frac- 
tions multipliée ,  s'il  est  nécessaire ,  par  un  facteur 
convenablement  choisi ,  au  rapport  que  l'on  obtient 
en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  numérateurs  par  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs.  Le  choix 
des  facteurs  n'est  jamais  entièrement  arbitraire  ni 
par  conséquent  difficile ,  parce  que  les  équations 
mêmes  de  la  question  indiquent  toujours  ce  qu'ils 
doivent  être.  Pour  mieux  faire  comprendre  cette 
méthode  si  ingénieuse  et  si  féconde,  reprenons  im 
instant  l'exemple  de  la  page  279.  Il  s'agit  de  trouver 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  polaires 
du  centre  de  courbure ,  d'une  courbe  plane  quel- 
conque; les  trois  inconnues  Ti,  u^  et  p  doivent  satis- 
faire à  l'équation  du  cercle  osculateur  et  à  ses  équa- 
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tions  différentielles  du  premier  et  du  secoud  ordre  : 
ces  trois  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(i)  [r,àii(«  —  «,)]*  H-  [r,  co8(«  — «,)—  rf  =  p% 
(a)  rr^ mD{u  ^^  u^)du  —  [r,  cos(a  —  «,) — r]€irr:z  o, 
(3)  r^sin{u — Ut)[nl^u^^dudr] 

on  tire  de  la  seconde 

r,cos(tf  —  «,) — r Tx  sin(tt  —  a,) 

rdu  dr 

Les  inconnues  Ti,  i^i  ne  sont  pas  ici  au  premier  degré, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  dès  qu'on  aura 
r,  cos  {u  —  u^)  et  r^  sin(2<  —  M|)  ,  on  aura  immédiate- 
ment Ti  =  V^r^  cos* {u  —  «i) -h  rj  sin*  ( w  —  m,)  et 
sin(a  —  u^)  ou  cos(zi  —  M|),  et  par  suite  M|.  De 
plus  l'équation  (i)  montre  qu'en  divisant  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des 
fractions  qui  précèdent  par  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  dénominateurs ,  on  aura  le 

rapport  très  simple      .       ^  ,  dont  le  numéra- 

teur  renferme  la  troisième  inconnue  p  au  premier 
degré.  Enfin  si,  ayant  égard  à  l'équation  (3),  et 
après  avoir  multiplié  haut  et  bas  la  première  des  frac- 
tions par  d^r-^rdu^j  la  seconde  par  rd^u  +  idudry 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs,  les  inconnues  r,  et  u^  disparaî- 
tront et  Ton  obtiendra  le  rapport 


r(drd*u  --dud^r) -h(Q^dr*  -f-  r*du*)  du  ' 
T.  1.  C 
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qui  servira  immédiatement  au  calcul  des  trois  in* 
connues.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer,  dans 
tous  les  cas,  la  marche  à  suivre.  Il  est  bien  choisi, 
car  l'élimination  que  nous  venons  de  faire  aurait  été 
trop  pénible  par  d'autres  procédés. 

I^es  théorèmes  sur  lesquels  reposent  cette  mé- 
thode d'élimination  de  M.  Cauchy  sont  d'ailleurs 
é>àdents,  car  des  équations 


j^—^^„—  etc. 


on  tire 


b  ù  o 

a  -h  a'  -h  a^'  +  etc.  _«__«'_«" 
rTb'  +  b''  -f-  etc.  "b^V^V'  ^'*^'' 

^"*     Û'^VT'^  V^  "  bu^b'a'-^b^ct"  ■"  6 "-  T'^^'-' 


3°. 


F  ~"  6^  "W  b^  ^  b'^ -^  b*'^ -^  ^.  ' 

fl_a^_û^' 1^      /fl*-Hfl'*H-fl'''-l-etc. 

b—b'^b"  V  b^-\-y^+b"-+etc: 

En  faisant  ressortir  ce  que  j'ai  trouvé  de  neuf 
et  de  vraiment  admirable  dans  les  travaux  de 
M.  Cauchy,  j*ai  accompli  un  devoir  sacré,  j'ai 
répondu  au  premier  besoin  de  mon  cœur.  Qu'il 
me  soit  permis  en  finissant  d'exprimer  ma  recon- 
naissance à  quelques  savants  qui  m'ont  été  gran- 
dement utiles  par  leurs  bienveillants  conseils  ou  par 
leurs  écrits  :  à  M.  Lacroix,  le  doyen  de  cette  géné- 
ration de  géomètres  qui  a  conquis  tant  de  gloire  à 
notre  France,  et  qui,  par  ses  ouvrages  si  répandus, 
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fut  mon  premier  maître;  à  M.  Poiusot,  qui  nous  a 
donné  dans  sa  Statique  im  modèle  incomparable  de 
rédaction  claire  et  précise  que  les  auteurs  de  trai- 
tés classiques  doivent  s'efforcer  d'imiter;  à  M.  Co- 
riolis,   dont  la  modestie  profonde  égale  le  grand 
savoir,  et  qui  a  bien  voulu  me  confier  des  notes  ma- 
nuscrites sur  le  Calcul  différentiel  qu'il  avait  rédi- 
gées pour  l'École  Polytechnique.    Je  dirai   mieux 
dans  l'introduction  au  Calcul  intégral  tout  ce  que 
je  dois  à  MM.  Sturm  et  Liouville ,  qui ,  jeunes  en- 
core,   se  plaçant  au  premier  rang  des  analystes, 
préludèrent,  par  d'élégants  Mémoires  qui  leur  ont 
ouvert  les  portes  de  l'Académie  des  Sciences,  aux 
importants  travaux  par  lesquels  ils  soutiennent  si 
dignement  l'honneur  du  premier  corps  savant  de 
l'Europe. 

Paris,  a5  novembre  1840. 
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^  uti 


Page  30,  ligne  i,  au  lieu  de    Kecund  facteur.    Usez    becond  terni i 

Page  3a,  deroière  ligne ,  au  lieu  de  dwzzz^ — Binx  + V^ — icosx), 

dw  =  —  w  V^—  I  ir,    liset     dw  ^  ( —  siti x  -f- 1/^— i  cos x)dx, 

dw  =  IV  W^ — idlx 
Page  37,  ligne  3,   au  lieu  de    F(x),  //je£  /(x) 
Page  43»  lignes  5  et  fî,    au  lieu  de   x,    /ixr£    x„ 
Page  64 ,  ligne  a ,    au  lieu  de    plut  petit ,    liseg    plut  grand 
Page  71,  ligne  4»    aulieude    tangx    liset    arc  tangx 

Page  74,  ligne  dernière,  au  lieu  de  pm,.-  > «i» >»„  >     Usez    ^.. . .  :^  ** 

P.Be  80,  ligna  .4.  «»/•«*  f^)  = '^"■.  "*"FF)=^r  =  " 

Page  116,  ligne  la,  au  lieu  de    M    -  ]»     ^''«^     - 

Page  128,  ligne  i,  aulieude  bdf^d'fd[u,liieM  bdf'd'ld' u -^eic. 
Page  i53,  ligne  i8,  mm  lieu  de    +Io»     '''«'    +  nio 
Page  i56,  ligne  lo,  au  lieu  de  F(x)^  ^"^  '^''''  '  '1 

lisez  itir-'^'-'-"'] 

n    L   +r-*x«...J 
Pa{;c  279,  lignes  19,  ao,  M,  au  lieu  de  rcos(a— «,;,  Usez  r,cos;«— u.) 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX  ET  APPLICATIONS  ANALYTIQUES, 


PREMIERE  LEÇON 


Définitions.  —  Des  variables  et  des  fonctions  coiitinaes  ou  discontinues, 
explicites  on  implicites,  simples  ou  composées.  —  Des  limites  des 
fonctions.  —  Dérivée  et  différentielle.  —  Objet  du  Calcul  diflR^rentiol. 


1 .  On  nomme  quantité  variable  celle  que  Ton  considère 
comme  devant  recevoir  successivement  plusieurs  valeurs 
différentes  les  unes  des  autres.  On  appelle  au  contraire 
quantité  constante,  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  des  grandeurs  variables  sont 
tellement  liées  entre  elles  que  les  valeurs  d'une  ou  de 
quelques-unes  étant  données  on  puisse  en  conclure  toutes 
les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  grandeurs  exprimées 
au  moyen  d^ine  ou  de  plusieurs  d'entre  elles  qui  prennent 
le  nom  de  variables  indépendantes  ;  les  autres  grandeurs , 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce 
mion  appelle  des  fonctions  de  ces  variables. 

2.  Les  fonctions  sont  explicites  et  s'expriment  à  l'aide 
des    notations  y  =  F(x),    y  = /(x),    z  =  F(x,j), 

les  valeurs  des  variables  dépendantes  sont  données  immé- 
diatement par  des  équations  résolues  :  elles  sont  impli- 
cites lorsque  les  variables  dépendantes  sont    liées  aux 
T.  I.  I 
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variables  indépendantes  par  des  cH[uations  non  résolues 

Il  est  important  de  remarquer  que  si  deux  fonctions 
sont  représentées  par  la  même  caractéristique  F  ou/*,  ou 
(fy  ou  y^^  etc. ,  elles  sont  formées  de  la  même  manière  au 
moyen  des  variables  qu'elles  renferment. 

3.  Les  fonctions  se  divisent ,  i^  en  fonctions  simples  ou 
composées  suivant  qu'elles  résultent  d'une  ou  de  plusieurs 
opérations  eifectuées  sur  les  variables;  2**  en  fonctions 
algébriques  rationnelles  ou  irrationnelles  lorsqu'elles  ré- 
sultent des  cinq  premières  opérations  de  l'algèbre,  et  en 
fonctions  transcendantes. 

4.  Une  fonction  y  z=  F  (x)  est  continue  lorsqu'à  cha- 
que valeur  de  la  variable  répond  une  valeur  unique  et 
finie  de  la  fonction,  et  que  de  plus  un  changement 
infiniment  petit  h  =  Ax  dans  la  valeur  de  la  variable 
indépendante,  produisant  dans  la  valeur  de  la  fonc- 
tion un  changement  Ay  infiniment  peti  t,  la  différence 
Ay  =  F(x  H- A)  —  F(x)  =zF(x+Ax)  —  F(x)  est  infi- 
niment petite.  Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plie la  fonction  est  discontinue.  On  appelle  ici  infini- 
ment petite  une  quantité  très  petite  qui  a  o  pour  limite , 
qui  peut  décroître  indéfiniment,  sans  s'arrêter  à  une  va- 
leur appréciable,  ou  une  quantité  que  l'on  peut  concevoir 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Les  changements 
Ar,  û^  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  on  les  désigne 
cependant  toujours  sous  le  nom  d'accix)issements. 

5.  Lorsqu'une  première  variable  dépend  d'une  ou  de 
plusieurs  quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d'une  ou 
de  plusieurs  autres  variables,  on  dit  que  la  première  va- 
riable est  fonction  de  fonction.  Exemple  :  si  Ton  a 

z  sera  une  fonction  de  fonction  de  x. 
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6.  On  appelle  en  général  limite  d'une  fonction  ^  la  ra* 
kar  vers  laquelle  elle  converge  lorsque  la  variable  dont 
elle  dépend  convei^e  elle-mÊme  vers  une  valeur  déter- 
minée. Cette  limite  peut  se  présenter  d^abord  sous  une 
forme  indéterminée,  et  pour  la  calculer  il  faut  souvent 

recourir  à  divers  artifices.  Ainsi,  par  exemple,  les  fonctions 

1 
/       .       \x              L(i-Hc)  , 

j^  =  (i-f-wC)   '>  y  =  — ^ se  présentent  pour  a:  =  o 

sous  les  formes  indéterminées  i^,  |,  et  acquièrent  ce- 
pendant, pour  la  valeur  o  donnée  à  la  variable,  les  va- 
leurs finies  e  =  2,  71828...;  Le  =p,  a  étant  la  base. 

du  système  de  logarithmes  désignés  par  L,  et  1  représen- 
tant les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  se- 
rait e  ou  les  logarithmes  népériens  et  hyperboliques.  La 
considération  de  ces  deux  limites  étant  extrêmement  im- 
portante, nous  donnerons  ici  la  preuve  de  leur  existence 
et  le  moyen  de  les  calculer. 

La  variaUe  x  en  convoitant  vers  o,  ou  plutôt  -  en 

convergeant  vers  Tinfini,  peut  admettre  des  valeurs  posi- 
tives entières  ou  fractionnaires,  ou  des  valeurs  négatives. 
Examinons  d'abord  le  premier  cas. 

Si  ~  =  m,  m  étant  un  nombre  entier,  on  aura 


X 

I 


^  '        \        mj  I        2      m 


m  m— I  /7i— 2    I 

H 5 — '  — 5-Hetc., 

12         ô       m^ 


ou,  en  efi*ectuant  la  division^ 


(.W=.+i(-i)+îK-i)(--=) 


I.. 
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lorsque  x  est  très  petit  ou  m  très  grand,  tous  les  termes 


I 

.X 


du  second  membre  sont  positifs,  la  limite  de  {i-^-x) 
est  donc  un  nombre  plus  grand  que  2.  De  plus  le  second 
membre  croîtra  certainement  si ,  après  avoir  négligé  les 

termes  né^ tifs, , ,_—,...  on  remplace  chacun 

^  m        m        m  * 

des  dénominateurs  3,4)  S-*-  c^-  9  P^i*  un  dénominateur 
plus  petit  2  \  noua  aurons  donc 

I 
lim.(H.ar)'<2  +  i.  +  |+i.  +  ^  +  ...etc.=:3. 

La  limite  de  (  i  +wc)^  est  donc  comprise  entre  2  et  3.  On 
la  désigne  par  la  lettre  e ,  et  Ton  aura  de  e, . qui  est  une 
quantité  incommensurable ,  une  valeur  très  approchée  en 
donnant  à  m  une  très  grande  valeur;  en  supposant,  par 
exemple,  m  =  i  000  000,  on  trouve ,  à  un  cent-csûllième 
près,  e  =  2)71828. 

Si  ~  est  un  nombre  fractionnaire ,  il  sera  compris  entre 

deux  nombres  entiers  consécutifs  m  et  /i  =  m  +  i  «  et 
Ton  aura 

n 
I 

L'expression  (  i  +  x)'  sera  donc  évidenmient  renfermée 
entre  les  deux  suivantes  : 

(■+=f=[(-0"/'""^- 
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Quand  x  décroît  indéfiniment,  ou  quand  m  et  n  croissent 
à  Finfini ,  les  deux  quantités  f  i  H — )  >  (  *  H —  )  conver- 
gent Tune  et  Fautre  vers  la  limite  e,  tandis  que  les  expo- 
sants  I  +^9 1  H — approchent  indéfiniment  de  la  limite  i  ^ 


m  n 


ilenrésulteque  les  deux  expressions  [  i-| — j  y(>-l — j? 


et  par  suite  l'expression  intermédiaire  (  i  -|-  x)'  conver- 
gent encore  vers  la  limite  e. 
Eiafin  si  x  devient  négatif,  i+x  sera  plus  petit  que 

I,  l'on  pourra  poser  i  -f-  ar  =  ,  a  étant  unfi  quan- 

I  — |— et 

tité  positive  qui  converge  elle-même  vers  zéro,  et  Ton 
troavera 

I  i-h*     r  i-i(i-f«) 

{t+xf=(i+^)  •  =L(n-rJ 

I 

puis  en  passant  à  la  limite ,  lim.  (  i  +  ^r)'  ==  c. 

Considérons  maintenant  l'expression  — ^ • . 

Ona 

L[(.+,)^]=Hi±f), 

donc 

lim.  !lll±f)  =  Um.  lL  (  I +x)' J  =  Lif , 

X 

^^y  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

„„.!f(i±i)=>, 

X  la 


I . 
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et  par  suite      ' 

,.       l(i-)-af)  I 

lun,  -i — *—^  =  W  =  7-  =  I . 
X  le 

m 

On  trouvera  aussi  que  le  rapport a  pour  limite  Tu- 

ni  té,  lorsqu'on  fait  converger  x  vers  la  limite  o.  En  effet, 
sin  X  est  plus  petit  que  Tare  x  ^  Tare  à  son  tour  est  plus 
petit  que  tango?  puisque  le  triangle  formé  par  la  tan- 
gente, la  sécante  et  le  rayon  R,  et  qui  a  pour  mesure 
7R  tang  or,  est  plus  grand  que  le  secteur  correspondant 

On  a  donc 

sin^    ^  X  sinx  .      sinx 

<'-  =  i,     > =  cosx. 

XX  X         tangx 

Or  cos  X  à  la  limite  est  égal  à  i ,  donc  le  rapport 

X 

toujours  compris  entre  deux  quantités  qui,  à  la  limite, 
sont  toutes  deux  égales  à  Tunité,  aura  lui-même  Tunité 

pour  limite,  et  nous  aurons  lim. =  i . 

,  ^Y      ¥(x+^x)—F(x)  . 

7.  Le  rapport  -^  =*-i i— '  se  présente  quand 

on  fait  x^='  o  sous  la  forme  indéterminée  -  et  acquiert 

néanmoins  en  réalité  une  valeur  finie ,  qui  est  en  général 
une  fonction  nouvelle  de  x ,  et  exprime  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  tan- 
gente à  la  courbe  y=F{x)^  au  point  x^y.  Cette  fonc- 
tion nouvelle,  limite  du  rapport  de  Faccroissement  de  la 
fonction  à  Taccroissement  de  la  variable  indépendante, 
prend  le  nom  de  dérii^e  et  se  désigne  par  Tune  desnota- 

j        xy  f    \        1-        AT       1-       F(x+Ax) — F(«) 
Uons  r  ou  F  (x)  =  lim.  -^  =  um.  — ^ — ■ ^ i— '. 

8.  Puisque  le  rapport—  a  pour  limite  F'(ar),  il  faut 
qu  il  difi^re  de  F '(or)  d'une  quantité  e  qui  s'évanouisse 
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avec  dx,  on  aura  donc 

et  par  suite 

Le  premier  terme  de  Faccroissement  ^jr  ou  le  produit  de 
la  àényéey  par  Faccroissement  Ar  de  la  variable  indé- 
pendante, s'appelle  la  différentielle  de  la  fonction  j^*  et  se 
désigne  fiar  la  notation  djr^  àe  sorte  que  Fon  a  identi- 
quement 

djr  =^Aar  =:  F'(x)àXj      ou  même     df  =  ydx  =  F'(x)dlr, 

parce  qu'il  suit  des  définitions  données,  que  la  différen- 
tielle dx  de  la  variable  indépendante  est  égale  à  sou  ac- 
croisseniént. 

La  différentielle  sera  d'ailleurs ,  en  général ,  une  quan- 
tité finie  ou  infiniment  petite,  suivant  que  Faccroisse- 
ment Ar  =  dx  sera  lui-même  fini  ou  infiniment  petit. 
Quand  Ax  est  infiniment  petit,  e  doit  Fétre  aussi,  puisque 

le  rapport  —  doit  alors  différer  infiniment  peu  de  sa  li- 
mite j/;  on  peut  donc,  dans  Féquation  —  =y'  +  e^  né- 
gliger €  par  rapport  à  la  quantité  finie  ^,  ce  qui  donne 
Ay  =j^Ajr=  djTj  d*ôù  Fon  conclut  que  la  différentielle, 
lorsqu'elle  est  infiniment  petite,  est  sensiblement  égale  à 
raocroissement  de  la  fonction  et  réciproquement. 

9.  La  recherche  des  dérivées  et  des  différentielles  des 
fonctions  simples^  et  composées ,  l'application  des  proprié- 
tés de  ces  différentielles  et  de  ces  dérivées  à  diverses  ques- 
tions d'analyse  et  de  géométrie,  forment  Fobjet  du  calcul 
difiërentiel. 
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DEUXIEME  LEÇON. 


Galeul  de*  dériTéet  et  des  différeDtielles  des  fooetlons  simples. 


iO.  La  dérirée  et  la  différentielle  d^une  quantité  cons- 
tante sont  nécessairement  nulles. 
On  trouvera 

Ar       Aj; 
i".  Pour      Yziza+a. , .  -^  =  —  =  I , . . . 

•^  AX         AX 

donc     lim.  —  =  ^  =r  i ,     dy  '=:y'dx  =  dx\ 

AX 
•    ,*  Ar  AX 

a®.  Pour      r=a— x.,.-^=— — =— i . . . 

•^  AX  AX 

r'= — I,     dxz=:ydx:='^dx\ 

Ly       aAx 
3®.  Pour      r=flx... —  = =  a... 

*^  AX  AX 

y=fl,     dy '=^ y dx -=:  adx\ 


,    ^  a        Ar      X-4-AX      x 

4**.  Pour     r =-•  • .  -—  =  — ^ =— 


AX  AX  (x+Ax)x' 


.    ^                    ^        Ar       (x+Ax>— X* 
5».  Pour     r  =«•. . .  —  =  — -^- — 

AX  AX 


=S[0+t)'-']' 
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posons 

a  et  6  seront  deux  quantités  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  Ar ,  et  nous  aurons 

-^  =  «•-«  -  ; 

Féquation     (i+a)*  —  i  =r  6     donne 

(i +•)•=:  i+Ç,     l(H-C)  =  £il(i+a); 

or  les  deux  expressions  -^ ^  et  -i— ^ — -  convergeant 

toutes  deux  vers  la  limite  i ,  nous  pouvons  poser 

7  et  ^  étant  encore  des  quantités  qui  convergent  vers  la 
limite  o;  ces  deux  équations  jointes  à  celle  qui  précède, 
donneront 

-•=a — i — ,     lim. -=:a, 
-         i+y  • 

et  par  suite 

Ar 
lim  -^  =  jr'  =  aaf^y     dy  -ssiy'd^  =  oj^^^dx; 

A«P 

de  sorte  que  dans  tous  les  cas ,  pour  avoir  la  dérivée  d'une 
puissance  de  x ,  il  faut  la  multiplier  par  son  exposant  et 
diminuer  ensuite  cet  exposant  d'une  unité  ; 

fr.Poar     j.=a.,  ^  =  ?lî:^=£  =  f!(a*--.), 

posons  à^  —  I  =  a ,     d'où    £ix  =  L  (  1  +  «),    nous 
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aurons 


^^ 


=  fl* 


Ax  L(i+«)      L(ï+«)' 

m 

et 

Ar  a* 

lim. -=^  =  Z' =  — ^  ^  fl*  la ,      djrzi:iy(ix-=za*\adz; 

sia  =  ejjr=e'j  on  aura  j/  =  e*,  rfj^  =  e'di:  ^  la  déri- 
vée de  e*  est  cette  même  exponentielle  ^ 

7«.  Pour  r=Lxj  -£.  =  — 1_L £ =_ î^ i, 

'  Aj:  Ax  Ax 

posons 


—  =  «,      d'où     Ax=:0t4r. 


il  vient 


^x        X  m  Ax  X        x\a 

Ijffdx       dx 

ci        £!  =  «,      /  =  lr,     on  aura    y=-,     rf/  =  — ; 

X  X 

«^  «.  .         ûr       sîn^x+^x) — sinx 

en  posant 

x+^^  =  tf  +  ^9     x=:a  — ^) 
d^où 

.   ^x       -       Ax 

fl=X+— ,       *  =  — , 

lin  (x + Ax)— ain  X = sin(  fl + ^  )— sin  (a — 6  )  =  2  sin  A  cos  ar 

.    ùx       /       ^   Ax\ 
=  2ain  — co8(^x  +  — J, 


1 


I 
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il  vient 


— ' — 
Ar  a 

àx        ux 


dy  =:ooft«4s=  fin  (  x  +  -  ji£ar; 


^•.Pwirr  =  oo5x,      — = — 


et  par  une  transformation  semblable  à  celle  qui  précède, 

.     ÂX 

sin —       ^  . 

-=^= sm(x  H ), 

AX  Ax         \  a  /' 

lim.  —  =  y= — 8inx=:  cosf  x  H — \ 
df  =:-'Sinxdlr=:00ftfx  +  -  j  dx'j 

10^  Pour    jr=:arc8inx, 


«=8nijr,    co5jr=:V^i  —  X»,   Ax=: 8in(/ +  A/)  —  sin  jr, 

sm-^       cos^r  +  YJ 

AX        -^  COSjr         V^i  _xt        ^'  i/^l  — X» 


,  H®.    Pour  jr  =  arccosx,   x  =  cosj,  sinj=l/i— x», 

Ar      /         Ar  \ 
Ax  =  cos(jr-h  Aj)  —  co8jr=  — 2sin~sin(  ^+— J, 


la  CALCUL    DIFFÉKEITTIEL. 

AT               2^1 
—  = X 


^x 


«n^      sm(r  +  ^y 


d!r 


«AT         *  »  » . 

A*      -^  sin/  V^i  —  x»  V/i— ^ 

Remarque*  Si  Ton  ajoute  les  différentielles  des  deux 
fonctions  arcsinor,  arccosor,  on  trouvera  o,  ce  qui  doit 
être,  puisque  k  somme  de  ces  deux  arcs  est  évidemment 
égale  à  une  quantité  constante  dont  la  différentielle  est 
nécessairement  nulle. 
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TROISIÈME  LEÇON. 


DériTées  et  différentielles  des  fonctions  de  fonctions ,  des  fonctions 

composées  et  des  fonctions  implicites. 


11.  Supposons  que  z  soit  une  fonction  de  fonction  de 
X,  déterminëe  par  les  équations  z  =  F(j^),  y  =y(ar)  ^ 
en  donnant  à  or  un  accroissement  Ar,  y  elz  prendront 
des  accroissements  A^,  Az ,  et  Ton  aura 

Lx  ùx  ùjr  Ax' 

à  la  limite ,  le  premier  facteur  -^^- — ^  devient 

évidemment  la  dérivée  dezj  prise  par  rapport  ky^  comme 
si^  était  variable  indépendante  \  désignons  cette  dérivée 
par  z^jj  nous  désignerons  par  z'^  la  dérivée  de  z  prise 

par  rapport  k  x,  ou  la  limite  du  rapport  —  ^  le  deuxième 

facteur  -—-  a  pour  limite  la  dérivée  y,  ou  j^  de  j'  prise 
par  rapport  à  a?;  nous  avons  donc  en  dernier  résultat 

Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction ,  est  égale 
au  produit  de  deux  dérivées.  Tune  z\  prise  par  rapport 
â  j,  comme  sij^*  était  variable  indépendante,  et  Fautre^^ 
prise  par  rapport  à  x.  En  désignant  par  dj^z,  d^z,  d^  les 
différentielles  de  z  prises  par  rapport  à  or  et  à  j^  et  de  ^ 
prise  par  rapport  à  :r,  on  aura ,  n^  8,  en  vertu  des  défi- 
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nitions  admises, 

et  par  suite 

dx^ djZ  d^      ^djc^i^  ÉlLdx 

dx        dy*  dx*     dx  dy*  dx 

On  est  convenu  de  supprimer  les  indices  ar ,  j^  et  d'écrire 
simplement 

dz        dz    dy     dz    ,  dz  dy   , 

—  =: — .  — ,    — dx^z —dx^ 

dx       dy    dx     dx  dy  dx 

en  laissant  aux  dénominateurs  dx^  dy^  désormais  insé- 
parables des  numérateurs,  à  désigner  que  les  dérivées  sont 
prises  tantôt  par  rapport  à  y ,  tantôt  par  rapport  â  X. 

dz 
Ainsi  --r-  n'est  pas  proprement  une  fraction  ;  mais  un  sym- 

bole,  une  notation  qui  indique  la  dérivée  de  z  prise  par 

rapport  ky.  On  écrit  cependant  souvent  dz  :=i  —  -^  fb:, 

au  lieu  de  ;r'^=  j"*;/^  ^  t    parce  que  le   second 

membre  indique  suffisamment  par  sa  forme  que  la  diffé- 
rentielle du  i**"  est  prise  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  avait    u  =  y\z),     z=f(j),    y=ff{x), 
on  aurait  de  même 

^ _;iJ^^+^^yziEl^  /ix+^r)—Ay)  ày 

^x  Au  ^y  àx' 

Les  trois  facteurs  du  2*  membre  ont  respectivement  pour 
limites  les  dérivées  i/',,  z'^,  y^^  de  u  par  rapport  à  z,  de 
z  par  rapport  ky^  de  y  par  rapport  kx]  on  aura  donc 
u',  =  u\^z^j  .y X  9  et  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonc- 
tions est  toujours  égale  au  produit  des  dérivées  de  toutes 
les  variables  prises  chacune  par  rapport  k  ceUe  qui  la  suit 


.» 
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imaout  elle  dë{)eiid  immédiatement,  couune  si  elle  était 
variable  indépendante.  En  admettant  les  notations  précé- 
dentes, on  aura 

dgU       dtU  djZ  d^y 
dx        dz*  dy     dx  ^ 

(jueldi  écrit  simplement 

du dudt  dy  du  dz  dy 

dx      dzdydx^  dz  dy  dx 

Applications,  i°.      z=:  y^     z'  =i   y\      dz  ::=.  d) , 

1^.  z  =  a  :iij^y 

y  étant  une  fonction  de  x ,  on  aura 

une  constante  ajoutée  à  une  fonction  ne  change  rieti  à  sa 
dérivée  ou  à  sa  diflerentielle ,  et  par  conséquent  deux  fonc- 
tions (pii  ne  diffèrent  que  d'une  quantité  constante  ont 
la  même  différentielle  et  la  même  dérivée. 

^  dz        dy      ,  dy  , 

On  différentie  sans  avoir  égard  à  la  constante  qui  reste 
simplement  en  facteur. 

.        a     dz a       dy a       , 

a  dy  ^  ady 

dz= ~  dx  = ^, 

X*dx  7» 


t  dz  dy  _      , 


dz  ■=.  ay*^  "  *  j^"'''^  ■=iay'^^  'dy  ; 
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La  dîflérentielle  d'un  radical  du  second  degré  est  don 
toujours  égale  à  la  différcnlielle  delà  quantité  sous  le  rad 
cal  divisée  par  le  double  du  radical. 

n».  2=0?^,     -^=flr/la-p-,     dz=ia^\adx\ 
*  ftx  dx 

dz  dy       ,  dy 

9.«»z  =  8in/,  ^  =  C0S7^,   dz^=LQO^y—dxr=zçmydy\ 

dz  '     dy  •      ^j  '     j 

lo».  z  =  cosj,  ^=  — sin/^,É^2=— 8in^^r/x=— sinr^O 

dz         ^      ^y   j         ^y 

II*».  z=:arcsinr,  -;-=:  — >-.^ -— ,  az  =  --,__^=:, 

dz                    ^         dy      ^  dy 

i^o.  z=:arccos^,  —  = -; -~    </«=  — 


dx  y/j^^y^dx*  y/j y*' 

La  règle  générale  est  donc  de  diSerentier  comme  si^ 

dr 
était  variable  indépendante,   puis  de  substituer  ^  -j-o 

à  dy ,  leur  valeur  en  or  tirée  de  l'équation  j^  =J'Çx). 

12.  On  calcule  avec  non  moins  de  facilité  les  dérivé 
et  les  différentielles  des  fonctions  composées. 

1*^.  Pour  II  =  z  itj^,  on  trouve 

^u      Az_,  Ax      ,      du        ,_.     ,      dy^^dz      .  .    _.     . 

— =— ±~,"  =-r=J  =tz'=--f ±:— ,  du=zdy±:d 

Ax      Ax     'Ax  dx     '^  dx      dx  *^ 

La  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  somme  ou  de 
différence  de  deux  fonctions  est  égale  à  la  somme'  ou 
la  différence   des   dérivées  ou  des  différentielles  de  c 
fonctions. 
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a®.  Pour  u  =  ^ , 

AX  Ax  AJ7  AX        Aj:        ' 

,.       Att  ,       du         dr    ,        dz  ,  .        / 

l,m.-  =  «=^=«^H-r^=«y+r«. 

Plus  généralement  si  tv  =  i^ozy... ,  on  trouvera 

c est-à-dire,  que  pour  avoir  la  dérivée  ou  la  différen- 
tielle d'un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à  tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  différen- 
tielle et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion. 
Eu  effet,  l'équation  w  =  uuzy...  donne 

«^  =  ç*uHy*. . . ,     W»  =  1p»  +  la»  H-  \z*  -f-  \x*  4-  etc.  ; 

eu  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique, on  trouve 

dtv       dç       du    ,   dz    ,    dr 

—  =  — H h  — +  etc., 

(V  V  U  Z  jr 

dw^i  uzy...d9-^pzy,..du  +  puf,,,dz  +  ci«...f(^-f-etc. 

tfota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  i^,  /<, 
«,  j...  seraient  négatives. 


exemples  :  2  =xljr,      z  =  afe"*. 

y     AJT      \r+A/     XJ  àx 
6x  dx  y*  y* 


A2  Ar 

y z-^ 

AX  AX 

Jix  +  AT)  ' 


2 
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La  diiréreiilielle  d'une  fraction  est  donc  égale  au  déno- 
minateur multiplié  par  la  différentielle  du  numérateur, 
moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle  du 
dénominateur,  le  tout  divisé  par  le  carré  du  dénominateur. 
On  pourrait  arriver  au  même  théorème  de  la  manière 
suivante  : 

L'équation  w  =  -   donne 

,  ,  ,  du       dz        dy      ,  rdz  —  zdy 

4\  Vouru=y% 

du  dY 

la  =  zl j ,  —  ■=zz—-]rdz  !/,     du  =  j»"  »  {zdjr+y\y  dz\, 

13.  On  peut  déduire  de  l'examen  de  ces  divers  cas 
particuliers  la  règle  générale  suivante  :  pour  différentier 
une  fonction  composée  quelconque,  il  suflSt  de  différen- 
tier tour  à  tour  par  rapport  à  chacune  des  fonctions  dont 
eUe  est  formée,  comme  si  les  autres  étaient  constantes , 
et  de  faire  la  somme  des  quantités  ainsi  obtenues.  Eji 
vertu  de  cette  règle ,  les  équations 

donnent  bien 

dif  z=  yzdu  -f-  uydz  +  uzdy ,      du  z=  j*~  '  {zdy  +  y\ydz) , 

du  =:  j:*(  i  -f-  \x)  dx, 

,     ,.                                 sin  X       ,        cosj:  ,     .   sin*jr  , 
Applicat.  y  =  tang xzr: ,    dy  = dx H dx, 

dx 

CCS  X      .  sin  a:  ,         cos*  x 

X==cotx  =  -i ,   dy  z=L ; dx ; , 

sm  X  sm  X  sm*a: 

dx 

dy:=z r—-  =  —  (  I  +  cet*  j?)  dx  : 

8in*j:     .       ^  ^       ^ 
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MD  r       ,  dy 

^  ^    '  ^-^       cosjr  cas»/' 


£2? 

dy"=idx  cos*/  == 


i+x»' 
j=arccotx,    éfy  =  — dxsin*/ =  — 


i+x» 


Si  Ton  a  plus  généralement  a  =  F(  j,  «) ,  jr  et  xr  étant 
deux  fonctions  quelconques  de  x^  diaprés  la  règle  ci-dessus 
énoncée ,  la  différentielle  du  se  composera  de  deux  par- 
ties*, Tune  sera  la  différentielle  de  F(y ,  £)  prise  par  rap- 
port à  y  comme  si  z  était  constant ,  différentielle  que 
Von  peut  et  que   Ton    doit  désigner  par   la   notation 

— ^^-^  —  dx^  on  simplement  -r-^r;  l'autre  seraladiffé- 

dx      dx  '^  dx  -^ 

rentieDe-T-  dz  deF(jr^  z)  prise  par  rapport  à  z  comme 
dz 

i  «  du    .  du    1 

SI  y  était  constant  ^  on  aura  donc  du  =^  —  dj  -^  —  az  : 

or  cette  équation,  qui  est  d'une  très  grande  importance 
dans  la  recherche  de»  différentielles ,  peut  se  démontrer 
facilement  comme  il  suit.  Eln  effet ,  donnons  à  x  un  ac- 
eroissement  Ax^jr^  z,  u  prendront  des  accroissements 
Ajr,  À?,  Aie,  et  nous  aurons 

Att^F(jr+Ajr,  z+^z)—¥{x,  z)_Y(x+àjr,  g)— F(7,  z)  Ay 
^  Ax  C^jr  Ax 

Y{y  +  Ax,  z  + Az)  — F(j  +  A7,  z)  Az 
"*"  £iZ  ùx* 

En  passant  à  la   limite,  le  i**"  membre  devient -j-  ;    le 

dx 

i"  terme  du 2* membre  est  -;-  .  -^^  ouïe  produit  de—  par 

dy    dx  '^  dx  ^ 

la  dérivée  de  ¥{j^z)=lu  prise  par  rapport  à  j,  comme  si 

jéuit  seul  variable,  et  z  constant.  Pour  mieux  connaître 

2. . 
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ce  que  sera  à  la  limite  le  second  facteur^  faisons  d'abord 
Ay  =^  o ,  il  devient 

ÙZ  HiX^ 

j  et  si  Ton  y  fait  de  plus  Az  =  o,  on  voit  évidemment  que 
ce  terme  à  la  limite  est  bien  le  produit  de  —  par  la  déri- 
vée de  F(j^,  z)  prise  par  rapport  à  z,  comme  si  z  était 
seul  variable,  et^  constant.  Nous  avons  donc  réelle^ 
ment 

du       du  dy    ^   du  dz  ,  du    ,  du    , 

—  =  —  -^  -I et  du  z=z  —  dr  +  —  dz . 

dx       dy  dx       dz  dx  ^X  ^ 

Si  l'on  avait  w  =  F(y,  tj  a,  i^,...),  on  trouverait  de  la 

même  manière 

dw   .      .     dw        ^    dw  .     ^    dw  , 
dtv  =1  -r-  dr  +  -T-  dz -j- -T-  du -4 — j-iw  +  etc. , 
dy    *^         dz  ^  du       ^^  dv  ' 

et  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  baut  pour  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  composées,  se  trouve  rigou- 
reusement démontrée^  c'est-à-dire  que  pour  obtenir  la 
différentielle  d'une  fonction  composée ,  il  suffit  de  diffé- 
rentier  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune  des  fonctions 
composantes,   et  de   faire  la  somme  des  différentielles 

ainsi  obtenues.  Ces  différentielles  -rdy.   -r-dz^  -=-  ilu. 

dy   *^      dz        ^  du 

—  du,  s'appellent  les  différentielles  partielles  de  la  fonc- 
tion F(j^,  z,  M,  t',...). 

Exemple  :  si  li  =  F  (sin  x ,  cos  x) ,  en  posant  sin  x  =^) 
cos  x  =  z ,  on  aura 

du  du 

du  :=  -r-  cos  xdx  ——  — -  siaxdx  ; 
dy  dz 

et  si  w  =  cos*x-|-sin*x, 

du  =  —  a  cos  xsinxdlr-f>  2  sin  x  cosxeix  =  o* 

ce  qui  doit  être  puisque  cos'  x  -h  sin' a:  =  i . 
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a*^.  Pour  u  =  zjj 

AJ?  Aj:  Ax  Ax        Ax        * 

,.         Att  ,       du  dr    ,        dz  /   .        / 

Plus  généralement  si  w  =  i^uzjr. . , ,  on  trouvera 

dtp 
cr'  =  — =  uzy,.,tf''^^~i^zJr,.,u'  +  vuy^.,z'  -f-  c«z.,,/'  +  etc.  ; 

</«»  =  uzy ,,,dv '\-'  vzy\*.du  ^  çuy,.,dz  -^  vuz,,,dy  ^  eX.c.  ; 

c'est-à-dire,  que  pour  avoîr  la  dérivée  ou  la  différen- 
tielle d'un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à  tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  différen- 
tielle et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion. 
En  effet,  l'équation  w  =  vuzy,,,  donne 

«r*  =r  c;>a»2»j». . . ,     W  =  1p»  -f-  1m»  -f*  b»  -|- 1^»  +  etc.  ; 

en  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique, on  trouve 

dw       dv        du       dz        dy    ^ 

—  =  — H 1 h  — 4- etc., 

w         V  u  z         y 

dwrzz  uzy.,.d9^vzy,.,du  +  vuy,,,dz  -f  cttz...r(^-f-etc. 

Nota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  i^^  u^ 
z^y...  seraient  négatives. 


Exemples  :  z=x\x^     zzzzaf'e  ', 


AZ  Ar 

X- z-^ 


^       -^                       Z       AK        /z-f-A3        Z\    \               àX  AX 

y.  Pour  «  =  -,    —  =  (    —r- 1—  =-7 r— -7  , 

r    Ax    \y+  ày    y)  Ax     r  (r  +  ^r) 

A«         ,       du       yif — z/  ydz  —  zdy 

2 


. 
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d'où 

du  du 

dy dx  ^  j 

dx  é/u  *  du 

dx  dy 

D  est  doue  facile  dans  tous  les  cas  ,  sans  résoudre  Téq^ 

dr 
lion  F(x,  j')  =  o,  d'obtenir  la  dérivée  ^  ,  ou  la  di 

rentielle  dy  \  il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées 

I®'  membre  tour  à  tour,  conmie  si  x  eiy  étaient  variai 

indépendantes  ;  le  quotient  de  ces  dérivées  pris  en  si| 

,        dy 
contraire  donnera  la  dérivée—^;  en   le  multipliant 

dx  on  aura  la  différentielle  dy. 


i" 


Exemple  : 


du  du 

y^^a^—'^axy  =  Oy     ~=3a:^  —  3ay,       _=3j*  — 3 

donc 

dy  af^'-^'ay       ay^^x^ 

dx  y^'^ax      y^^-^ax 

a*  Exemple  : 

du  ^  du 

y'—xr=Oy      —=y'\y—yxf"y      —  =  xy''*  —  xJ 

donc 

dy  ^yxT"^ — X'^X  __T* — ^X^X 
dx       xy*'^  '^xTXx       j:*  — x/lx' 

Nota.  Dans  les  équations  qui  précèdent ,  aux  notati 

-r  ,  T-"--»  on  substitue  souvent  les  notations  équivalei 

dx     dy  *■ 

d¥    d¥ 

dx  '  tir' 
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Des  iIiTÎvées  et  diflérentieUes  successives.  —  Chaiigemeul  de  la  variable 
indcpendaute.  —  DifTèrentielles  des  fonctions  imaginaires. 


\b.  La  dérivée  ^^(jt:)  d'une  foiirtion  quclcoiujue  V(x) 
étant  généralement  une  nouvelle  fonetion  de  x,  elle  aura 
aussi  sa  dérivée  et  sa  différentielle ,  et  Ton  conçoit  que 
d'une  fonction  donnée  F(.r)  on  pourra  déduire  en  géné- 
ral une  suite  de  fonctions  nouvelles,  dont  charnue  sera 
la  dérivée  de  la  pi*écédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont 
ce  qu'on  nomme  les  dérivées  des  divei^s  ordres  de  y  ou 
F(jr),  et  on  les  i'ndique  à  l'aide  des  notations 


r\y\r .r^"-'^  r^-^ 


ou 


Ainsi  j^'  ou  F'(x)  sera  la  dérivée  du  premier  oindre  de  la 
tonction  proposée  j^  =  V(x)  ]  y  ouF"(x)  sera  la  dérivéedn 
.second  ordre  de -^et  en  même  temps  la  dérivée  dupnîmitîi- 
ordredey. ..  EnCn  y^"^  ouF^"^  (x)  (n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque)  sera  la  dérivée  de  Tordre  n  de  j^  et  en  • 
même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  de  j^^"~*^,  etc. 

16.  Comme  la  différentielle  rly  =:zjtlx^  d'une  fonc- 
tion de  la  variable  x  est  une  autre  fonction  de  cette  va- 
riable, on  pourra  la  différencier  plusieurs  fois  de  suite, 
et  Ton  obtiendra  de  cette  manière  les  différentielles  des 
divers  ordres  de  la  fonction  ^^  Il  semble  qu'il  faudrait  les 
désigner  par  les  notations  (l,dy\  (LcLtly ,  .  .  (Ld.fL(1,dy\ 
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mais  ôn  est  convenu,  pour  abréger,  de  les  écrire  de  k 
manière  suivante 


n  existe  entre  les  dérivées  et  les  différentielles  successives 
des  relations  remarquables  qui  peuvent  cependant  être 
regardées  comme  le  résultat  de  certaines  conventions. 

Pour  calculer  à^y^  il  faut  différentier  l'expression 
dy  =:jdx\  or  dans  celte  expression  on  regarde  le  facteur 
dx<i  qui  est  Taccroissement  arbitraire  Ao:  attribué  à  la 
variable  x  dans  la  première  différentiation ,  comme  in- 
dépendant de  cette  variable ,  et  il  Test  en  effet ,  comme 
ne  variant  pas  avec  elle  :  y'dx  =  V  {pc)dx  est  donc  un 
produit  dans  lequel  le  facteur  dx  est  constant,  et  dont  on 
obtiendra  la  dérivée  en  donnant  à  x  un  nouvel  accrois- 
sement ùjc ,  et  prenant  la  limite  de  la  quantité 


dx 


F'(a:+Ax)— F'(x) 


ùkX 


limite  qui  est  évidemment  égale  kjr'dx  :  telle  est  donc  la 
dérivée  de  dy^  et  si  l'on  convient  de  prendre  le  second 
accroissement  Ax  égal  au  premier  dx ,  la  différentielle 
de  dy  sera  y  ^%  et  Ton  aura 

En  procédant  delà  même  manière,  on  aura  successive- 
ment 

d^y=dydx*  =  dx^dy'z=zy^dj^,d^y=/''dx^.,.d^y=y^^^dxr^ 

La  différentielle  de  l'ordre  quelconque  /*  est  donc  égale 
à  la  dérivée  de  l'ordre  n  multipliée  par  la  puissance  n'*'% 
dxf"^  de  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  variable  x, 
et  réciproquement  la  dérivée»  de  l'ordre  »,  y^'^\  est  le  coef- 
ficient par  lequel  il  faut  multiplier  la  /i**""   puissance 
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dx^  de  dx  =  Aa:,  pour  obtenir  la  différentielle  de  Tor- 
dre n.  C'est  pour  cette  raison  quej^^"^  est  quelquefois  ap- 
pelé le  coefficient  différentiel  de  Tordre  n. 

Appliquons  ces  principes  généraux  d'abord  aux  fonc- 
tions simples  : 

1°.    jr  =  fl-f.x,  /=  I,  /'=o,  y  =  o...^(")  =  o, 

2».     ^  =  a—x,  /=—!,/'  =  G,  y=o...jC«)=o, 
dy=.^^dxj   d^jrzzzOy   d^jr  :=z  o. ,  .dy  =z  o\ 

3°.     ^  =  ax,  /  =  fl,  /'  =  o,.  ..j(*)  =o, 

dj'  =  adx ,   d*jr=zo,  •. dy  =  o ; 
a 

4°.  r  =  -  =  «^  S  y  = — «^"* I  y  =+  2flx~3. . . 

Le  coefficient  ( —  i)"  exprime  que  la  dérivée  est  accom- 
pagnée du  signe  —  quand  n  est  impair,  et  du  signe  -|- 
quand  n  est  pair. 

rf'j  =  £i(a —  1).  .  .(a—  71  +  I  )af^daf. 

Cette  dérivée  de  Tordre  n  ne  sera  jamais  nulle  si  a  est  un 
nombre  fractionnaire  ou  une  quantité  négative,  mais  elle 
s  évanouira  si  a  est  un  nombre  entier  m ,  quand  n  sera 
égal  à  m  -f-  i .  Ainsi  la  dérivée  et  la  différentielle  de  Tor- 
dre (m  -f-  I  )  de  x^  sont  nulles  ^  la  dérivée  de  Tordre  m 
est  la  qiuintité  constante  m  (m  —  ^)  {^  —  2). . .  i,  ou 
I.2.3. .  .m. 

fr.     j  =  fl»,  /  =  a*\a^     y"  =  fl*lfl». . .  ,  ^'»)  =  o^la"; 

Si 
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toutes  les  dérivées  de  e*  sont  cette  même  exponeiitielU 
Les  dérivées  successives  de  j'  =  e"',  sont 

et  Ton  a 


—  jr*""        v'  —  — 

xla^la'^     '    ^    -       la 


r-   r  =  L(x),/  =  -r-  =  r:.^-',  /"  =  — n -^"^ 


j-(")  =  .i -l .i.2.3...(/i — i)x-«, 

^n)^  1=  -^ .1    2.3...(«  —  I )x^''daf 

,        .       i  .2.3. .  .(/i —  I  ).!>  . 

X^  ■ 

8".  7  =  sin  X ,  y  =  sin  f  X  +  -  j ,  /"  =  sin  (  x  -f  a  -  j 
j^(")  =  sin(;p  +  /î- j,     rf(»);^=sin[x4-/i- ]  rir". 

sin  (ar  +  /i-  j  n'a  que  quatre  valeurs  diflercntcs^  n  ' 

effet  ne  peut  avoir  qu'une  des  formes  suivantes  : 

4»» ,  4"'  4"  *  »  4''*  +  ^  >  4^^  +  3. 
Dans  le  premier  cas 

ain(jf+/i-)  =sin(j?-+-  2/w»-)  :=  sin  x  ; 
dans  le  deuxième  cas 

sinf  jr  +  «-j  =  sin  fx4-  2//i:v  *-f-  -  j  =  cos  x  ; 
dans  le  troisième  cas 

sin(  X  +  «  -  j  =:  sin  [x  +  3w»  +  7;  )  z=:  —sin  x 
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dans  le  quatrième  cas 


sinf  x+«- 1=  «inf  JC-4-  amw-f-  3-  j  =  — 


cosor. 


Les  dérivées  de  Aux  n'oflBrent  donc  que  quatre  valeurs 
qui  se  reproduisent  périodiquement. 

9°. /  =  cosx,/^  =  cosf  0:4— J,  j**  =  cosf  x-f-'i- j. .. 
j(")  =  cos  (  «+«-)»    £/f")j  =  cosf  x-f-zi  ~  J  daf^. 

Ici  encore  les  dérivées  nWtque  quatre  valeurs  distinctes, 
CO8X,  —  sin x,  -^  cos Xj  -4-  sin  x,  qui  se  reproduisent 
périodiquement. 


10' 


'.  /  =  arcsinx,  /=(i— -j:*)",  f  =  x{\  — a:»)"», 


.-± 


y=:(i +aj:*)(i — a:*)"»,  etc.; 

J.  -i 

ii«.  /=:arccoft4:,y=— (i — ar*)"s/'= — a:(i— ce»)"»,  etc. 


17.  Quand  z  était  une  fonction  de  fonction,  déterminée 
par  les  équations 


z  =  F(j),  jr  =f{x), 

nous  avons  trouvé 

dz  dL     dy 

dx       dj  '  dx^ 

dz 
en  différentiant  une  seconde  fois ,  et  remarquant  que  — 

dy 
est  une  fonction  de  r,  ~-  une  fonction  de  x ,   nous  au- 

dx 


rons 


(te»       dy^  dx^^  dy  djà^^  dy^   *^         r(r 
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Une  troisième  différentiation  donnerait 

dh  d^z  dy^        %^^  ^X  d*y       dz  d^y 

S"'""^^"^     '^^dxdx^'^'^dj?'* 

Exemple:  z  =  1^,  /  =  sînx. 

On  trouve 

dy  =zco^xdxy       rf*/ =  —  sin  xéir* ,       i/^/ =  — cosxdlr^, 

dz I I         d^z 1  I         é^z 2 1 

dy      y      sinx  ^   dy*  j*  sin*a:'   dy^      y^      sin^x' 

d!»  =  rf.lsinx  = —; — dx*    rt'z  =  rf*.l  sina?= -— -T— -- • 

ana?  sm*a: 

dH  =  rf^.lsinx  =  -^— î —  dj?, 

srn^x 

Ces* exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  tous  les  cas  particuliers. 

18*  Supposons  enfin  que  u  soit  une  fonction  composée, 
ou  que  Ton  ait 

Nous  avons  trouvé 

, du du  dy    ^  du  dz 

dx       dy  dx*^dz  dx' 

Différentions  une  seconde   fois ,  en  nous  rappelant  que 

—,  —  sont  des  fonctions  immédiates  de  j^  et  de  ^ ,  et  des 

dY     dz 
fonctions  de  fonctions  de  x,  tandis  que  ^,  -z-   sont 

seulement  fonctions  de  x  ^  de  plus ,  désignons  par  les  no- 

d*u         d^u   ,       ^,  ,    ,       ,    du     du      ,         , 
taUous    ,    .  ,  -; — r-  les  dérivées  de  --,  -;-  prises,  lapre- 
dzdy      dydz  dy     dz  *:  '^ 

mière  par  rapporta  ^,la  deuxième  par  rapport  à  j^,  ou  ce 
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tpi'on  obtient  en  différentiant  u  d'abord  par  rapport  kjr^ 
puis  par  rapport  à  z ,  ouen  premier  lieu  par  rapport  à  z, 
et  en  second  lieu  par  rapport  à  jr  ]  nous  montrerons  plus 
tard   que  ces  deux  quantités  sont  égales,  ou  qu'on   a 

=  :  cela  pose,  nous  trouverons 


dzdy  djrdz 

d^u </*«  djr^        du  d^y  d*u   dy  dz  _,du  d*z      d*u  dz* 

rfr»        ^^"'"^^"'"^  dzdf  dx  dâ      dz  dx^'^d^  dx*  ' 
d*u   .       ,  du  ^  d^u    ,    ,     ,   du  .         d^u    . 

Pour  différentier  une  troisième  fois,  on  désignerait 

d^u         d^u     ,       j,  .    /        ,  .  ,    d^u       d*u 

par    ,  ,    ,    r-TT  les  dérivées  des  quantités  -r- ,     ,  ,    , 
^       dzdjr*     dfdz*  ^  djr*^    dzdy 

—,  prises  pour  la  première  par  rapport  àz,  pour  la  seconde 

par  rapport  à  z  et  à  y,  pour  la  troisième  par  rapport  à  y. 
Nous  prouverons  aussi  plus  tard  que  ces  dérivées  offrent 

seulement  deux  valeurs  distinctes  —-—-=— — -=-____-. 

€izdjr*      dy^dz      dydzdy   ^ 

:  dès  lors  il  serait  facile  d'é- 


dydz^         dz*dy        dzdydz 

crire  la  valeur  de  ^-3  o^  de  d}u. 

Exemples  -.  «  =  /z,  j  =  sin x,  z  =:  cos x, 

dy  =  cos  xdx^         d*y  =  —  sin  xdx^ , 
rfz  =  — sinxdlr,     £f*»=  —  cos  xrfr*, 
du  du  d^u  d*u  d*u  d*u 

^'^^'    ~dz~^^  d^^^'   ^""^^  l^^l^^^' 
du  =:  z  cosxdx  —  j^  sin  xdx  =  cos*  xdx  —  sin*  xdx , 
<^tt=r  -^cosxsinjrcir*  —  2  cosjrsinxd^r*  —  cos jr  sin  j;  cLr*, 

ou  enfin 

d*u  =  -—>  4  sin  X  cos  xd[r*. 

On  trouvera  facilement,  d'après  ce  qui  précède,  que  les 
dérivées  »'•""'  des  fonctions 
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i4=j+a,    «=/  — z,    «  =r  A^ -f- 62 -f- etc. , 
u  z=z  ax^  +  bx^"'  +  caf^*  •  •  •  +  p^*  -f-  yj?  +  '"> 
sont 

'^"(ûfr  +  ^z  +  etc.)  =  ady  +  bd^z +  etc,y 
d''(ax*+bx^^+  ...)=:i.2.3..    .nadx'^y 
d''^^{aaf'  +  baf'  +etc.)  =  o. 

La  différentielle  w**"^  d'une  somme  ou  d'une  différence, 
est  donc  encore  égale  à  la  sonmie  ou  à  la  différence  des 
différentielles  n'^""". 

19.  Scolie,  Reprenons  les  équations 

y=Ax),    /=/'(*)  =^: 

quand  x  est  variable  indépendante  on  obtient  immédia- 
tement les  dérivées  et  les  différentielles  successives  çn  re- 
gardant Jx  comme  une  quantité  constante,  mais  si  x 
cesse  d'être  la  variable  indépendante  et  devient  fonction 
d'une  autre  variable,  dx  sera  aussi  une  fonction  de  cette 
variable,  et  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  les 
deux  équations 

et  ayant  égard  aux  règles  ci-dessus  établies,  on  trouve 

dy  =/'(*)dx,     d'y  =/"(x>ir»  +/'ix)d'x, 
d^y  =/''{x)da^  -t-  lf''{x)dxd^x  +/'{x)d^x, 

, dy  „ dx dxd^y  — ^  dy^x 

dxd\y  —  dyd^x 


dx^ 
f'=d. 


dx 
dx{dxd^y^^dyd^x)'^Zd^x[dxd*y^^dyd*x) 
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Ainsi ,  i^  pour  passer  du  cas  où  la  variable  x  est  varia- 
ble indépendante  au  cas  où  elle  cesserait  de  Fètre,  il  suf- 
fit de  substituer  aux  valeurs -p-,     -r-^»     -r-r,  etc.,  des 

dx       dx*       dx^ 

dérivées  j^,  j^,  y"^ ...  les  nouvelles  valeurs  données  par 
les  équations  qui  précèdent  ;  2**  pour  revenir  au  cas  où  x 
serait  variable  indépendante,  il  suffit  de  supposer  la  difTé- 
rentielle  dx  constante,  et  par  suite  rf'x=o,  rf'x=o,  etc.; 
on  retrouvera  en  eflèl  de  cette  manière 

^  ^  dx'     ^   ~rfx>'     y-da^'^^'' 

V^  dans  ces  substitutions  ou  dans  ces  changements  de  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  du  premier  ordre  est  la 

seule  dont  l'expression  -^  reste  la  même ,  de  sorte  que  les 

formules  qui  ne  contiendraient  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  conserveront  seules  la  même  forme  dans  tous 
les  cas. 

20.  Pour  obtenir  les  dérivées  ou  les  différentielles  suc- 
cessives d'une  fonction  implicite  donnée  par  Técpiation 
u  =zV{x^y)  =  o,  on  pourra  partir  deTéquation 

du  du 

dy  dx  .  dx  , 

di=-^   ou   rfr=-.^^, 

dy  dy 

qui,  différentiée  plusieurs  fois ^  donnera  immédiatement 
les  dérivées  et  les-  différentielles  cherchées  ;  mais  il  y  a 
souvent  de  l'avantage  à  déduire  ces  différentielles  des  équa- 
tions que  Ton  obtient  en  différentiant  de  nouveau  Téqua- 

lion 

du  ,     ,   du  . 

Dans  cette  équation  comme  dans  toutes  celles  ^'on  en 
d^uit,  les  dérivées  partielles  —  ,  —,  ^-^,  etc.,  seront, 
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en  généra] ,  des  fonctions  de  x  et  de  j^  :  la  fonction  im- 
plicite y^  au  contraire,  et  ses  différentielles  éfy^  d^y^ 
d?y^  etc.,  doivent  être  supposées  tenir  la  place  de  leurs 
valeurs  en  x  \  dans  cette  hypothèse  les  premiers  membres 
des  équations  sont  identiquement  nuls,  et  il  faudra  tou- 
jours égaler  leurs  différentielles  à  o.  On  trouvera  de  cette 
manière 

d^u    .         d^u    dr    .    d^udy*       dud^y 

dx*  dxdydx^^  dy^dx*^^  dydx^  * 

d^u  d^u    dy  i_^li?^ 

dx^  dx^dydx         '         dy  dx^  "^  ^ 

On  a  quelquefois  aussi  besoin  de  prendre  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  imaginaires  que  nous 
supposerons  toujours  ramenées  à  la  forme  u  +  i^  k— i , 
u  et  i^  désignant  des  fonctions  réelles.  Cela  posé,  si  Ton  ap- 
pelle limite  d'une  expression  imaginaire  variable  ce  que  de- 
vient cette  expression  quand  on  y  remplace  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  {/" —  i  par  leurs  limites  respectives, 
et  si ,  de  plus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  dé- 
finitions données  pour  les  différentielles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles ,  on  reconnaîtra  que  Téquation 
w=  u  +  u  [/"  —  I  entraîne  les  suivantes  : 

dx       dx       dx  • 

dw=.  du  -^  dv  V^  — i; 

de  sorte  que  pour  différentier  une  fonction  imaginaire ,  il 
faut  opérer  comme  si  la  fonction  était  réelle ,  en  regar- 
dant \/^—i  comme  un  coefficient  constant.  Cette  règle 
s'étend  évidemment  aux  dérivées  et  aux  différentielles 
successives. 

Exemples  :        w  =  coso:  -f- 1/— i  sinx, 

£/«'=(— sinx-|-K—icosj:),    dw  = —  cvV^  — i  rfx. 
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Relations  qni  ezitient  entre  les  ibnctiont  réelles  d^une  seule  Ttriable 
et  lears  dérivées  on  diBerentielles  de  divers  ordres. 


SI.  Soient  Ax,  A^,  les  accroissements  simultanés  des 

variables  x  et  y  =  F  (x) ,  le  rapport  —  ayant  pour  limite 

la  dérivée  j^,  finira,  quand  Ax  sera  assez  petit,  par  avoir 
le  signe  de  sa  limite ,  et  sera  par  conséquent  positif  si  la 
dérivée  est  positive,  négatif  si  la  dérivée  est  négative. 
Dans  le  premier  cas,  les  différences  infiniment  petites 
ùjr,  Aor,  étant  de  même  signe  ^  la  fonction  ^croîtra  ou 
diminuera  en  même  temps  que  la  variable  x  ;  dans  le  se- 
cond cas,  ces  différences  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires ,  la  fonction  jr  crottra  si  la  variable  x  diminue 
et  décroîtra  si  la  variable  x  augmente. 

Corollaire  i*'.  Concevons  que  la  fonction  jr  =  F  (x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  x^,  X,  et 
que  Ton  fasse  croître  la  variable  x  par  degrés  insensibles 
depuis  la  première  limite  jusqu^à  la  seconde ,  la  fonction 
F(x)  ne  pourra  cesser  de  crottje  pour  diminuer,  ou  de 
diminuer  pour  croître,  qu'autant  que  la  dérivée  F'(x) 
passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif.  D 
est  essentiel  d'observer  que  dans  ce  passage  la  fonction  dé- 
rivée deviendra  nuUe ,  si  elle  ne  cesse  pas  d'être  continue, 
et  infinie  si,  sans  cesser  d'être  toujours  réelle,  elle  est 
discontinue. 

CoroUmre  a*.  Supposons  que  la  fonction  j^  =  F  (x) 
s'évanouisse  pour  la  valeur  particulière  Xq  ,  et  demeure 

3 
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continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  on  aura 

en  supposant  donc  que  la  valeur  x^^  4-  Ar  =  x  difi%re 
très  peu  de  x^ , 

F(jro4- Ax)  =  F(x)   sera  positif  si   F'(xo)>o. 
¥(xo  +  ajt)  =  F  (x)   sera  négatif  si  F'(j7o)  <  o. 

22.  Soient  F(x)  et  f(x)  deux  fonctions  réelles  de  x 
qui  restent  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  entre  les 
limites  x  et  x  +  A  ;  supposons  d'ailleurs  que  la  fonctioD 
dérivée  de  la  seconde  f\x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  dont  il  s'agit,  ou  qu^entre  ces  limites  la  fonc- 
tion/*(x)  aille  toujours  en  croissant  ou  toujours  en  dé* 
croissant,  le  rapport  des  deux  différences 

F(x  +  A)  — F(x),    /(x  +  A)— /(x), 

sera  égal  à  Tune  des  valeurs  que  prend  entre  les  limites  x 
et  X'i'h  le  rapport  des  dérivées  F'(x),  f\x)^  c'estr4-dir€ 
qu^en  désignant  par  dt  un  nombre  plus  petit  que  runité, 

on  aura 

F(x  4-  A)  —  F(jr)  _  r{x  +  M) 

/•(x  +  A)-/{x)"-/'(x-HMy 
Démonstration.  Soit  A  la  plus  petite  et  B  la  plus  grande 
des  valeurs  que  prend  le  rapport  th-^  entre  les  limites  x 
et  X  4-  A  ^  les  deux  différences 


/' 

seront  de  signet  contraires  ;  il  en  sera  de  même  de  ces 
deux  autres 

r{x)^Ar{x),   r(x)-B/'(x). 

puisque/^  (x)  est  constamment  de  même  signe  :  or  ces 
deux  dernières  différences  sont  les  dérivées  des   deux 

fonctions 

F(a:)-A/(x),     F(x)— B/(*); 
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Tune  de  ces  fonetiona  sera  donc  croissante  et  l'autre  dé* 
croissante,  et  par  conséquent,  si  de  ce  que  devient  cha- 
cune de  ces  deux  fonctions  on  retranche  ce  qu'elle  était, 
les  différences  ainsi  obtenues 

Y{x  +  h)^¥(x)  —  B[f(x  +  h)-/(x)], 

seront  l'une  positive  et  l'autre  négative  ^  et  parce  que 
f(x  +  h)  — f{x)  est  par  hypothèse  une  quantité  tou- 
joui^  positive  ou  toujours  négative,  les  deux  différences 

Y{x  +  k)  —  V{x)_  Y{x-{^h)  —  Y{x) 

f{x  +  h)-f{x)        ^*      /(x  +  ^)_/(x)       ^' 

seront  encore  nécessairement  de  signes  contraires ,  et  par 

conséquent  le  rapport  >'    jtk\ f(    \  '  P       grand  que 

A,  plus  petit  que  B,  sera  compris  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  du  rapport  ^77-^.   De  plus,  si, 

comme  nous  l'avons  supposé,  les  fonctions  dérivées  sont 
elles-mêmes   continues,   pendant  que  x  passera  de  la 

valeur  j:  à  la  valeur  x  -f-  ^ ,  le  rapport  777— (  passera 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  A  et  B  ;  or 

— — : — j{ 7T-T  est  une  de  ces  valeurs  intermédiaires  ; 

il  existe  doue  une  valeur  de  ^  de  la  forme  a:  -f-  ô,  A  propre 
à  vérifier  l'équation 

-?7 — 7-T\ 77—^  =  Tif — .  /.{,     ce  qu'il  fallait  démontrer. 

f{x-\-h)—f{x)    f'{x+fj,hy      ^ 

CoroHcUre  j".  En  posant,  dans  l'équation  qui  précède, 


X  =  jCo ,  on  a 


F  (;r.  +  A)  —  F  (x»)  _  r  (*„  +M) 
/(X.  +  A)— /(x.)        /'(x. +  «.*)' 

3. 


< 
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et  si  les  deux  fonctions  F  (x)  etf(x)  s^évanouissent  potU* 

F(xo+A)_F(jCo+M) 
fij:o  +  h)^  rixo  +  e^h)' 

Corollaire  2.  Supposons  que  les  fonctions  ne  s'éva- 
nouissent plus  pour  X  =  x^j  mais  que  leurs  dérivées, 
celles  de  la  seconde  restant  toujours  positives  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  a:«  et  j:.  +  A,  s'évanouissent 
seules ,  jusqu'à  celles  de  Tordre  n  —  i  inclusivement, 
quand  on  donne  à  x  cette  valeur.  En  appliquant  successi*' 
vement  à  ces  dérivées  la  deuxième  équation  du  corol- 
laire 1^*^,  équation  qui  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  énoncées,  on  aura 

et  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  i**", 

F  (x6  +  à)  —  F(xo)  _  FC'')(xo  +  eh) 
/(xo  +  h)  —/{xo)  ~  /(-)(xo  +  OA)- 

Sr  les  fonctions  s'évanouissaient  en  même  temps  que  leurs 
dérivées,  on  aurait 

F(xo+^)_FC")(xo+eA) 

et  en  posant  Xq  =  o,  A  =  x , 

F(x)_FC"^(ftr) 
/(x)"'/C-)(ôx)* 

Corollaire  3.  Les  conditions  des  théorèmes  précédents 
seront  toutes  vérifiées  si  l'on  prend  h  assez  petit,  pourvu 
que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  s'évanouissent,  quand 
il  le  faudra,  pour  x  =  x^-^  en  effet,  les  dérivées  de  la 
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seconde  fonction  ne  changeront  pas  de  signe  dans  Tinter- 
valle  infiniment  petit  de  Xq  à  Xq  +  h. 

Les  conditions  relatives  à  F  (x)  seront  aussi  remplies 
si  Ton  prendy(x)  =  (x  —  J^o)"»  d'<>^ 

f'{x)  =  /i  (x  —  Xo)«-%    r  W  =  n{n—  i)  (x—  xo)-^»,.  . . 
/C--0  (x)=/i(/i—  I  )  («—!»). . .  2(x— Xo), 
/('•)(x)  =  i  .2.3. . .  /i=/<«)(xoH-6A). 

Si  donc  les  dérivées  de  F  (or)  jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n —  I  inclusivement  s'évanouissent  pour  x =Xo ,  on  aura 

F(x„  +  A)  — F(xo)  =^  — 4^F(-)(xo  +  OA), 
et  en  faisant  n  ==  i , 

F(«,  +  A)  — F(x<,)  =  AF'(x„  +  Oh). 

Si  F  ( OTa)  s^évanonissait  aussi,  on  aurait 

F  (x„+A)  = ^ FC)  (x„+  «A). 

Lorsqu'on  fait  Xo  =  o,  A  =  jc,  les  équations  qui  précèdent 
deviennent 

F(x)  — F(o)  =  _fl-.F(-)(ôx),  F(x)  — F(o)  =  xr(Ox), 

23.  L'équation  déjà  obtenue  -}/--{ =  >..  x  L^x  renferme 
^  \  /(x)     f^'^^{Ox) 

un  théorème  drot  voîci  l'énoncé  :  si  deux  fonctions  F  {x) 
eif(x)  continues ,  ainsi  que  leurs  dérivées,  s'évanouissent 
pour  X  =  o  avec  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n  —  I  inclusivement  ;  si  de  plus  les  n  premières  dé- 
rivées de  la  seconde  sont  toujours  positives,  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  o  et  x ,  la  valeur  du  rapport 
des  fonctions  sera  une  valeur  inteimédiaire  du  rapport 
des  dérivées  n'"^'.  On  peut  donner  de  ce  théorème  ira- 
portant  une  démonstration  directe  cl  très  simple. 
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Supposons  d^abord  que  les  deux  fonctions  s'évanouis- 
sant  seules  pour  x  =:o,  la  dérivée  première  f'(x)  de  la 
aeconde  conserve  constamment  le  même  signe,  ce  qui 
exige  que  la  fonction  f(x)  soit  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante,  et  par  suite  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  puisqu'elle  s'évanouit  avec  x.  Dans 
cette  hypothèse,  désignons  par  A  la  plus  petite,  et 
par  B  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  rapport  des 

dérivées  j,,\   {  entre  les  limites  o  et  x,  les  deux  quan- 

f  \^) 

Y' (x)  F'W 

tités  f,)\  —  A,     '^)  i  -^-B,  seront  de  signes  contraires, 

et  il  en  sera  de  même,  puisque ,/"  (x)  ne  change  pas  de 
signe,  des  différences  F  (x) — A/'(x),  F\x)  —  B/'(x), 
de  sorte  que  des  deux  fonctions  F  (x)  —  Af(x), 
F  (x) —  Bf(x)  dont  ces  différences  sont  les  dérivées, 
Tune  sera  toujours  croissante,  Tautre  toujours  décrois- 
sante ,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  puisque  ces  fonctions 
s'évanouissent  aussi  toutes  deux  avec  x,  Tune  sera  posi- 
tive et  l'autre  négative  ;  les  quotients 

/(x)  -fia:)        *•  /(x)  -/(x)       "' 

seront  encore  de  signes  contraires,  parce  que  f(x)  ne 
change  pas  de  signe ,  et  il  restera  démontré  que  la  valeur 
du  rapport  des  fonctions  est  comprise  enti^  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  valeurs  du  rapport  oes  dérivées.  De 
plus,  si  Ton  fait  passer  la  variable  de  la  valeur  o  à  la 

valeur  X,  le  rapport  continu  -yrrr  passera  par  toutes  les 

valeurs  intermédiaires  entre  A  et  B;  or,  comme  on  Ta 

prouvé,  ^^   i  est  une  de  ces  valeurs,  il  existe  donc  une 

valeur  de  x  de  la  forme  6iX,  Oi  désignant  un  nombre 
compris    entre    o   et    i ,  propre    à   vérifier    l'équation 
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}.   i=  TTTTT— T-  Si  les  deux  dérivées  premières,  secondes, 

troisièmes,  quatrièmes,  etc. ,  jusqu'à  Tordre  n —  i  inclu- 
sivement, s'évanouissent  à  Içur  tour  avec  or,  en  appli- 
quant aux  dérivées  ce  que  Ton  a  dit  des  fonctions ,  on 
trouvera 

et  par  conséquent  ^^  =^00^). 

En  changeant  dans  Téquation  qui  précède  x  en  /i, 
F  (h)  et/(/«)  en  F(x,+A)-F(x„),/(x„+A)-/(j:,), 
et  supposant  que  les  dérivé^  des  fonctions  F(x)^  /'(x) 
s'évanouissent  pour  x  =  x^^  jusqu'à  l'ordre  n  inclusive- 
ment ,  on  retrouverait  l'équation 

etsi  F(xo)  =  o, /(xo)  =  o, 

F(xo-^A)_FC^)(xo+eA) 

/(xo+ A)  ~/(-)(xo+«Ay 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  des  n^'  qui  précèdent 
peuvent  donc  être  déduits  l'un  de  l'autre  ou  démontrés 
séparément. 
Nota.  Les  équations 

¥{Xo  +  h)^f{x,)  =  hr{xo  +  Oh), 
F(x-hA)— F(x)=AF'(x-f-6A),    F(x)— F(o)  =  xF>flx), 

supposent  seulement  que  la  fonction  F  (x)  et  sa  dérivée 
F  (a:),  sont  respectivement  continues  entre  les  limites  x^ 
et  Xp  -+-  A,  X  et  X  H-  A,  o  et  x,  ce  qui  arrivera  toujours 
(juand  A  ou  X  seront  des  quantités  infiniment  petites. 
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Applications  des   premiers  principes  du  Calcul  différentiel  k  diverses 
questions  d^analyse  où-  il  n^entre  qu^une  seule  Tariabte  indépendante. 


Première  application.  Détermination  dés  véritables 
valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  tutie  des 
formes  indéterminées 


a      .00 

00 


,  ^  — ,  ox±  00,  o»,  00^  ±:  I*. 


24.  Supposons  que  deux  fonctions  réelles  de  Xy  F(x), 
f(x)^  s'évanouissent  pour  x=Xq  ,  et  qu'il,  en  soit  de  même 
de  leurs  dérivées  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  exclusivement, 
de  sorte  que  les  deux  dérivées  de  l'ordre  n  soient  les 
premières  qui  ne  s'évanouissent  plus  à  la  fois  pour  j?  =  Xq  ^ 
en  désignant  par  Aune  quantité  infiniment  petite,  nous  au* 

ron8,n»23,coroUaires  a  et3,  J^^=||;^^^^^j , 
et  par  suite,  en  faisant  A  =  o,  37-^  =  ttjô") — \  h  de  sorte 

que  la  vraie  valeur  du  rapport  jh^^  qui  se  présente  sous 

la  forme  indéterminée  \ ,  est  le  rapport  des  valeurs  que 
prennent  pour  a:=Xo,  les  deux  dérivées  de  ces  fonctions 
qui ,  les  prenyères ,  cessent  de  s'évanouir  à  la  fois.  Si  l'une 
de  ces  deux  dérivées  s'évanouit,  la  vraie  valeur  du  rap* 
port  sera  o  ou  00,  elle  sera  au  contraire  tme  quantité 
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finie  si  aucune  des  dérivées  /»**"^'  ne  s'évanouit.  Si  »=i, 
c'est-à-dire  si  les  dérivées  premières  ne  s'évanouissent 
pas  à  la  fois,  on  aura 

F(^o)_F^(^o) 

Exemples  :  pour  jc  =  o , 

g*-^g"* €*  +  €"* sin*  X 2sinxcosx 

sinx  cosx     "^    •       X  i  ' 

sin  X cosx___  f -.cosx       sin  x       cos  x       i 

X*  ax  '  X*  2x  2  a' 

X— sinx       1— cosx       ainx       cosx       i 

e* — <?"» — ax     tf«-|-<?-» — a     <?* — <?"*     <?*-!-<?""* 


'Sr— sinx  I  —  cosx  sinx  cosx 

et  pour  X  =  ij 


— »a»«»  diCy 


1j?    I X— 1 I  I     X— 1 I     1 

X— 1      X        *  o:»  —  !      aj?      a'  x*— i      /ix*^'      /t  * 

25.   Siqpposons  maintenant    que  les  deux  fonctions 
F(x),  y*(x)  deviennent  infinies^  pour  a:  =  Xo,  le»  deux 

quantités  _  .    .,  -;= — r  s'évanouiront  et  l'on  aura,  d'après 

ce  qui  précède,  pour  x=  j?^. 


F(^o)_yixo)  _/(xp)«  _F(xo)'    /^(xq) 
/(xo)  -      I     ^F(xo)  -  7t^  •  ^(Xo)  ' 
F(xo)      F(xo)» 

i'où  -^  **;=  -~-~ ,  de  sorte  que  la  véritable  valeur  du 
rapport  77-^9  qiû  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
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née  — ,  coïncide  avec  la  valeur  correspondante  du  rap- 


Exemple.  On  a  pour  a:  =  o , 
\xj  sin'x a  SI] 


sinx  cos  X 

=  o. 

cotx  X  I 

Ce  théorème  est  vrai  quel  que  soît  jr,  ainsi  que  le  pré- 
cédent, et  il  le  sera  par  conséquent  pour  x  =  oo. 

Exemples.  On  a  pour  x  =  oo, 
I*».  —  == =  ». 

X  I 

L'exponentielle  l'emporte  sur  la  variable  x>y  ou  croit 
beaucoup  plus  rapidement. 

Lr I     

X         x\a  "*" 

Le  logarithme  croit  moins  rapidement  que  le  nombre. 

.  Corollaire.  Si  les  dérivées  F'(x)  elf'(x)  devenaîen^- 
ellesHnèmes  infinies  pour  x  =  Xq,  et  s'il  en  était  ain>>^ 
jusqu'aux  dérivées  de  l'ordre  n  exclusivement ,  on  aurai  ^ 

^'{xo)_r{x,)  FC)  (xq) 

et  par  suite 

La  vraie  valeur  d'un  rapport  qui  se  pjrésent(^  sous  1^ 

forme  —   coïncide  donc  avec  la  valeur  du  rapport  de^ 

dérivées  qui,  les  premières,  ne  deviennent  pas  infinies  ^ 
la  fois  pour  x  —  Xo- 
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Exemple.  On  a  pour  or  =:  oo  ,  et  en  désignant  par  n 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  a , 

X*        a(a — \).,Aa  —  /i+i) 

—  — — ^ <- ^ ^=0; 


c'est  toujours  Texponenfielle  qui  l'emporte, 

3°.    Si  le 'produit  $=z¥{x).f{x)  prend  la  forme 

0  X  00 ,  sa  véritable  valeur  coïncidera  avec  celle  du  rap- 

Y(x)        f{x)  ,0  o 

port  — ^— ^  ou"^-^-^,  qui  se  présente  sous  la  forme  -  ou 

fîT)       W) 

— ,  et  que  l'on  déteiminera  facilement  à  l'aide  des  mé- 
thodes précédentes. 

Exemples.  On  a  pour  x  =  op  , 


Lr  I 


et  pour  a:  =  o, 


Ix  —  —  — -^11.  —  ~  X  =  o 

Ix  ^^  ^ 

x*.lx  = "^     '  =  — •  —  ^=  o. 

X"*       — *  «x""*""»  a 

4**.  Enfin  si  l'exponentielle  s  =  F(x)/(*^  se  présente 
sous  Tune  des  formes  o*,  oo  •,  i=^*  ,  on  aura 

et  alors  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  ^J,  il  suffira  de 
calculer  la  vraie  valeur  —  ^;  i}„\  de  l'exposant  r  ^/  a-J,« 

F(x)/'(x)      ^    [/wr^ 

Exemples.  On  a  pour  x  =  o , 

Ix  X* 
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pour  X  =  00  , 

I           U            I 

X                  Jt                  X 

pour  X  —  I , 

1                  Hx)                    I 

l— «                1— -X                      X 

X            =  tf            -^  tf          — 

1 

Dbuxijsme  application.  Comparaison  des  quantités  in* 
finiment  petites  des  diuers  ordres;  détermination  de 
Tordre  d*une  quantité  infiniment  petite,  etc. 

â6.  Définition.  Désignons  par  a  un  nombre  constant 
rationnel  ou  irrationnel ,  par  i  une  quantité  infiniment 
petite,  et  par  a  un  nombre  variable.  Dans  le  système  de 
quantités  infiniment  petites  dont  i  sera  la  base ,  une  fonc- 
tion de  I  représentée  par/*(i)  sera  un  infiniment  petit  de 

l'ordre  a,  si  la  limite  du  rapport  —7—  est nuUe pour  toutes 

les  valeurs  de  a  plus  petites  que  a,  et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  plus  grandes  que  a. 

Corollaire.  Toute  quantité  finie  qui  ne  s'évanouit  pas 
ou  ne  devient  pas  infinie  pour  i  =  o ,  peut  être  regardée 
comme  un  infiniment  petit  de  Torde  o. 

Ces  définitions  admises ,  si  Ton  désigne  par  n  le  nom- 
bre entier  immédiatement  supérieur  à  Tordre  a  de  U 

quantité  infiniment  petite  f(i),  le  rapport *^4^  sera  le 
premier  terme  de  la  progression  géométrique 

/('•)    /('•)    /(«■)        /('•)     /(O 


/('■)» 


.    '     T^'       fS-    •••    ,.-.'        ,-.  •••' 


qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i. 
De  plus,  on  aura  successivement 

lim./(.)  =  o,   /(o)=:o,    lim.-^^  =  Um./'(i),  /'(o)=o, 
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lim.  -^ss  lim.  ^  —  Um.-Ç^,  /»  =  o. . .  etc. , 

«1.^  =  1     /y''=-Z^, 

/C«)(o)=i.a,3...it  lim.  ^; 

on  en  conclura  que  les  dërivëes/^Oî/^COv-/^""*^  (0 
s'évanouiront  toutes  avec  /,  et  que  par  conséquent,  dans 
le  cas  où,  comme  nous  Pavons  supposé,  f(i)  est  un  in- 
finiment petit  de  l'ordre  a,  f^"^  (i)  est  la  première  des 
dérivées  de  fÇi)  qui  ne  s'évanouit  pas  avec  i  et  qui  cesse 
d'être  ime  quantité  infiniment  petite. 

Quant  au  rapport   -^,  il  peut  avoir  une  limite  fi- 
nie, ounuUe,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a,  et  le 
cpiotient  que  l'on  obtient  en  les  divisant  par  i',  savoir 

e' 
ont  pour  limites  respectives 

27.  Théorèhb  i**^.  Si  dans  un  système  quelconque  on 
considère  deux  quantités  infiniment  petites  d'ordres  dif- 
férents, pendant  que  ces  deux  quantités  s^approchcront 
indéfiniment  de  o,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus  élevé  fi- 
nira par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. 

Démonstration.  Concevons  que  dans  le  système  dont 
la  base  est  i,  on  désigne  par  A  =zf(i),  B  =  F(i)  deux 
<{tiantités  infiniment  petites,  la  première  de  l'ordre  a  la 
Kconde  de  l'ordre  &,  et  supposons  a  <I  &  :  si  l'on  attribue 
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à  a  une  valeur  comprise  entre  a  et  h  y  les  deux  rapports 

—,  —  auront  pour  limites  respectives ,  le  premier  ^  ou  oo^ 

le  second  o ,  et  par  suite  le  quotient  de  ces  rapports  ou^ 

la  fraction  -  aura  une  limite  nulle,  la  valeur  numérique 

du  numérateur  B  décroîtra  donc  beaucoup  plus  rapide- 
ment que  celle  du  dénominateur  A,  et  cette  dernière 
finira  par  devenir  constamment  supérieure  à  Tautre. 

28.  Théorème  aS  Soient  a,  &,  c, . . .  les  nombres  qui 
indiquent  dans  un  système  déterminé  les  ordres  de  plu* 
sieurs  quantités  infiniment  petites,  e\  a  le  plus  petit  de 
ces  nombres,  la  somme  où  la  différence  des  quantités 
dont  il  s'agit  sera  un  infiniment  petit  de  Tordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  i  la  base  du  système 
adopté ,  soient  de  plus  A ,  B ,  C , . .  » .  les  quantités  don- 
nées, la  première  de  Tordre  a,  la  seconde  de  Tordre  &.  • .  ; 
le  rapport  de  la  somme  A  dz  B  ±i  C  ±:.  • .  à  la  quantité 

A,* savoir,  i  ±:  -  ±:  --  ±1. . .  aura  pour  limite  Tunité, 

A  A. 

parce  que  les  termes  r  9  t  9  dans  lesquels  les  numérateurs 

sont  des  infiniment  petits  d'un  ordre  plus  élevé  que  les 
dénominateurs,  ont  o  pour  limite^  et  par  conséquent  le 
produit 

r 

\         A       A  Ji*, 


r 


aura  la  même  limite  que  le  rapport  —  :  et  puisque  ce  der- 

•  ?* 

nier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie ,  suivant  qvCaa 

suppose  a  <^  a  ou  oc  ]>  a ,  on  pourra  en  dire  autant  du 

A^bBdbC^b 
rapport  ^-^  ;  donc  A  ±:  B  ±  C  it . . .  sera 

une  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a. 
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On  conclura  facilement  de  ce  qui  précède,  que  pour  de 
très  petites  valeurs  numériques  de  la  base  z ,  la  somme  ou 
la  différence  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  que  leurs  ordres  forment  une  suite 
croissante ,  a  constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 
29.  Théorème  3^.   Dans  un  système  quelconque  dont 
la  base  est  i,  le  produit  de  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites A  et  B  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  ^  est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a  +  &. 

A       R 

Démonstration.  Les  rapports  — ,  ->  auront  des  Kmites 

nulles  toutes  les  fois  que  Ton  supposera  a  <C  a,  6  <C  &  ; 
des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  Ton  supposera 
a>  a,  6  ^  &9  et  Ton  pourra  en  dire  autant  du  produit 

-X  -i=  — r-7»  d'où  il  réstdte  que  le  rapport >  aura 

une  limite  nulle  pour  a-|-6<«-|-iet  une  limite  in- 
finie pour  a  +  6>  a  -t-  i;  donc  le  produit  AB  sera  un 
infiniment  petit  de  Tordre  a  -f-  i«  On  en  conclut  :  i®  que 
si  Tun  des  facteurs  se  réduisait  à  une  quantité  finie  ^  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordre  que  Tautre 
facteur  ;  o?  que  dans  un  système  quelconque  le  produit 
de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres 
sont  désignés  par  a,  by  c. . ,  est  une  quantité  infiniment 
petite  de  Tordre  a  -|-  i  -t-  c  -f- . . . 

30.  Théorème  4*'«  Si  trois  quantités  infiniment  petites 
I)  A,  B,  sont  telles,  que  la  première  i  étant  prise  pour 
Use,  la  seconde  A  soit  de  Tordre  a,  et  que  la  seconde  A 
étaiit  prise  pour  base,  la  troisième  B  soit  de  Tordre  i^ 
celle^i,  dans  le  système  qui  a  pour  base  la  première  i, 
sera  d^un  ordre  équivalent  au  produit  ab. 

Démonstration.  Les  deux  rapports  -,  —z  ont,  par  hy- 

i"    A^ 

pothèse,  des  limites  nulles  quand  on  fait  «  •<  a>  €  <[  &» 


t# 
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et  des  limites  infinies  quand  on  suppose  a  ^  a ,  6  ^  fr 

(À  \C        R  R 

—  )  X  —>=— saura  lui-même  une  li 

mite  nuUe  pour  aS<^ab,  une  limite  infinie  pour  aS  ^ ab 
et  par  conséquent  si  Ton  prend  i  pour  base,  B  sera  un  in- 
finiment petit  de  Tordre  ab. 

Corollaire  i*"".  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deui 
quantités  infiniment  petites  B  et  A  reste  le  même  quelle 
que  soit  la  base  du  système  que  Ton  adopte,  et  ce  rap 
port  est  équivalent  au  nombre  b  qui  indique  Tordre  de  h 
première  quantité  quand  on  prend  pour  base  la  seconde 
Donc,  si  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  basi 
les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  ot 
vient  à  changer  de  base ,  les  nombres  qui  indiquent  ce 
divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous  k  la  fois  danj 
un  rapport  donné. 

Corollaire  2"*.  Si  dans  le  théorème  4  on  fait  B  =  i. 

on  aura  évidemment  ai  ^=  i ,  &  =  -  ,   donc  si  dans  k 

a 

système  dont  la  base  est  1  la  quantité  A  est  un  infiniment 

petit  de  Tordre  a,  1  sera  de  Tordre  -  dans  le  système  qui 

aura  pour  base  la  quantité  A.  Ainsi,  par  exemple,  lors- 
que A,  considéré  comme  fonction  de  1,  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre ,  on  pourra  en  dire  autant  de  i 
considéré  comme  fonction  de  A. 

Corollaire  3°*.  Si  deux  quantités  infiniment  petites 
sont  telles ,  que  Tune  étant  prise  pour  base ,  Tautre  soit 
du  premier  ordre ,  le  nombre  qui  exprimera  Tordre  d^unc 
quantité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  sys- 
tèmes qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

31 .  Théorème  5*.  Si  Ton  désigne  par  i  et  pary (1)  deui 
quantités  infiniment  petites ,  zéro  sera  la  valeur  uniijuc 


%» 
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OU  l'iine  des  valeurs  que  prendra  le  produit    )"  .    lors- 
qu'on y  fera  évanouir  la  quantité  i*. 

Démonstration,  H  suffit  évidemment  de  démontrer  ce 
théorème  dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée /*'(/)  s'éva- 
nouit en  même  temps  quey(/)  pour  /  =  o  ;  or  on  y  par- 
viendra sans  peine  dans  le  cas  où  les  deux  fonctionsy(i), 
f  (i)  sont  continues  par  rapport  à  i  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  i  =  o  :  en  eflTet,  on  aura  dans  cette 
hypothèse 

or  puisquey*'(o)  est  nul  et  que  didésigne  une  quantité 
comprise  entre  o  et  i,  f  (  6i)  convergera  plus  rapidement 
(luey(i)  vers  la  limite  o ,  d'où  il  résulte  que  la  fonction 

yrré  sera  plus  petite  que  1  unité,  et  que  le  produit  ^  -frr^ 

aura  une  valeur  sensiblement  nulle  \  donc  la  limite  ou 
Tune  des  limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  même 

produit,  et  par  suite  le  rapport  ^A-i^ »  sera  égale  à  o. 

On  pourrait  démontrer  encore  que  si  la  fonction  ^(i), 
dans  le  système  de  quantités  infiniment  petites  dont  £ 
représente  la  base ,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a , 
le  nombre  a  sera  ordinairement  la  valeur  numérique  ou 

du  moins  l'une  des  valeurs  que  recevra  le  produit     ^,  \  \ 

.  ^  :         -^('^ 

Supposons  en  effet  quey(/)  est  un  infiniment  petit  de 
Tordre  a,  et  posons 

/(O  =  i'<P  (0> 

De  cette  équation ,  l'on  tirera  en  différentiant , 
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et  dans  tous  les  cas  où  le  produit  ^AA  s'évanouirait  avec 
/,  ce  qui  arrivera  par  exemple  si  le  rapport  — ^  conserve 

une  valeur  finie,  a  =  lîm.  \,,  J .  * 

52.  Ces  considérations  sur  les  quantités  infiniment  pe- 
tites conduisent  naturellement  aux  règles  dont  Tensemble 
conÂtitue  la  méthode  infinitésimale.  Cette  méthode,  qui  est 
comme  une  simplification  pratique  du  calcul  différentiel, 
repose  toute  ehtière  sur  ce  principe  fondamental  :  Deux 
sonmies  de  quantités  infiniment  petites  des  divers  ordres 
ne  peuvent  jamais  être  égales  sans  que,  dans  ces  deux 
sommes,  les  quantités  infiniment  petites  de  même  ordre 
soient  égales  séparément ,  c'est-à-dire  que  si 

A«,  A^j  A^y.m.     B^,  B,/,  B«//, ... 

■ 

sont  des  quantités  infiniment  petites  des  ordres  a,  a ,  a  y 
Téquation 

A«  +  A.'  -f-  A«// ...  =  Ba  +  B«^  +  B«// .  • . , 

entraînera  nécessairement  les  suivantes 

A«  :^  Bc,  '  A^  ^=.  Bf/-,     A«//  =  B«//,  etc. 

Démonstration,  Supposons  que  les  nombres  a,  a\  a".., 
soient  rangés  par  ordre  de  grandeur ,  et  que  a  soit  le  plus 
grand;  dans Téquation 

A«-f-  A^  -f.  Aa'/.  .  .    =  B«  -h  Baf+Baf^y 

mise  sous  la  forme 

(Aa  — B.)-|-(A^— B^)4-(Av'— B.//)...  =o, 

le  terme  A^  —  B^  sera  encore  un  infiniment  petit  de 
Tordre  a ,  et  l'emportera  sur  la  somme  de  tous  les  autres  ; 
donc ,  si  ce  terme  n'est  pas  nul  ou  si  l'on  n'a  pas  A«  =  B« , 
cette  équation  sera  impossible.  Ce  que  nous  venons' de 
dire  des  deux  termes  A„,  B^  s'étend  évidemment  k  tous 
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les  autres  ;  on  aura  donc  nécessairement 

Aa=Ba)     A«'=rBfl',     Ao//  =  Bfl'/,  etc. 

De  cette  proposition  génënle  on  déduit  les  règles  sui- 
vantes : 

Règle  i*"*.  Peux  quantités  finies  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  infiniment  petites  de  Tordre  o,  qui  ne  différe- 
raient Tune  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment 
petite,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  2°^*.  Deux  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre  dont  la  différence  serait  infiniment  petite  du 
second  ordre,  ou  plus  généralement  deux  quantités  infi- 
niment petites  d'un  ordre  quelconque,  qui  ne  différe- 
raient Tune  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite d'un  ordre  supérieur ,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  3°^.  On  peut  rigoureusement,  et  sans  crainte 
d'altérer  les  résultats,  négliger,  dans  une  équation,  soit 
des  infiniment  petits  ajoutés  à  des  quantités  finies,  soit  des 
quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  quelconque  ajou- 
tées à  des  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  inférieur. 

Règle  4'°^«  Dans  le  cas  où  l'accroissement  Aj?  de  la  va- 
riable indépendante  peut  être  considéré  comme  une  quan- 
tité infiniment  petite  du  premier  ordre,  ce  qui  arrive 
toujours  dans  les  applications  à  la  géométrie,  à  la  méca- 
nique ,  etc.  *,  la  différentielle  dj  de  la  variable  dépen- 
dante ,  difière  de  son  accroissement  ùy^  d'une  quantité  in- 
finiment petite  du  second  ordre;  on  trouverait  en  effet, 
en  partant  des  principes  déjà  démontrés,  * 

A/=  F'  {x)  ùx  H F"(x  +  Ô.Ax)  : 

on  pourra  donc,  comme  nous  l'avons  indiqué,  substituer 
ngmirevsement  l'accroissement  à  la  différentielle,  et  ré- 
<îiproqucment. 

4*- 


5a  CALCl/L    DIFFÉRENTIEL. 


SEPTIEME  LEÇON. 

A 

Suito   des   applications   analytiques. 


Troisième  application.  Recherche  des  maxinia  et  des 
minima  d^une  fonction  d'une  seule  ^variable. 

35.  Lorsqu'une  valeur  particulière  F  (Xq)  de  la  fonc- 
tion F(j:)  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines,  c'est-à-dire 
toutes  celles  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  x  en  plus 
ou  en  moins  d'une  quantité  très  petite  h ,  cette  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  ce  qu'on  appelle  un 
maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  F  (x^)  de  la  fonction 
F(j:)  est  inférieure  à  toutes  les  valeurs  très  voisines,  elle 
prend  le  nom  de  minimum. 

Pour  un  maximum ,  il  faut  donc  que  la  fonction  cesse 
de  croître  pour  décroître;  pour  un  minimum,  il  faut 
qu'elle  cesse  de  décroître  pour  croître  ;  ce  qui  exige , 
comme  nous  l'avons  vu,  que  la  dérivée  passe  du  négatif 
au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  et  par  conséquent  (pie 
pour  xsXo  (Xo  étant  la  valeur  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum)  la  dérivée  F'(j:),  si  elle  ne  cesse  pas  d'être 
réelle,  devienne  nulle  ou  infinie.  Les  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent alors  la  fonction  maximum  ou  minimum  devront  donc 
vérifier  l'une  des  équations  F'(x)  =  o,  F'(j:)  =  oo  .  Soit 
Xq  une  des  racines  de  ces  deux  équations  :  la  valeur  cor- 
respondante de  F(j:),  savoir  F(Xo),  sera  un  maximum, 
si  dans  le  voisinage  de  x  =  Xq  la  fonction  dérivée  V{x) 
est  positive  pour  j:= x^-^A  et  négative  pour  j:=:Xo-+- A. 
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Au  contraire ,  F(Xo)  sera  un  minimum  si  la  fonction  dé- 
rivée F'  (x)  est  négative  pour  x  =  Xq  —  h  et  positive 
pour  X  =  Xo  +  h. 

Eniin,  si  entre  les  limites  Xq — hetx^+hlsL  fonction 
dérivée  F'(x)  était  constamment  positive  ou  constamment 
négative,  la  quantité  F(Xo)  ne  serait  ni  un  maximum  ni 
un  minimum. 

Exemples  : 

I*.  *  F(ar)  =  x*-f-/?jr -f- çr,   F'(x)  =  2x  +  /?. 

Cette  dérivée  s'évanouit  pour  x  =z  — -,  eji  deviept  né- 
gative  pour  x<  —  -,  positive  pour  x>  —  -.  La  fonc- 

2  <B 


tion  x*  -+-  px  4-  q  admet  donc  une  valeur  minimum 
correspondante  à  x= — ^p\  cette  valeur  minimum  est 

...     F(x)  =  fl,  r(.)  =  eL(±-l\ 

X  ^    '         X  \\je       X ) 

Cette  dérivée,  qui  s'évanouit  pour  x  =  Le,  est  positive 
pour  X  >  Le  et  négative  pour  x  <  Le  ;   la   fonction  a 

Le 

donc  une  valeur  minimum  --—  =  -—. 

Vie       Le 

LèX 
3**.   La  fonction  —  admet,   au  contraire,  la  valeur 

X 

Le 
maximum  ->-. 
e 

4®.  x^e"'  acquiert  pour  j:=a  la  valeur  maximum 

,a*e— .. 

34.  n  est  facile  de  décider  si  une  racine  quelconque  Xo 
de  l'équation  F'(j:)  =  o  produit  un  maximum  ou  un 
minimum  de  la  fonction  F  (x).  En  effet ,  désignons  par 
F<*^  (x)  la  première  des  dérivées  de  F(a:)  cpii  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  x  =  Xo ,  nous  aurons ,  d'après  un  théo- 
rème déjà  démontré  n^  22,  corollaire  3, 
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I   2.O. . • n 


I  .  2*3  ...  /I 

Si  A  est  très  petit,  comme  nous  pouvons  le  supposer, 
le  second  membre  aura  le  signe  de  son  premier  terme 

F^")  (j^o)  î  et  dès  lors,  i®  si  n  est  impair,  ce 

premier  terme  changeant  de  signe  avec  A ,  il  en  sera  de 
même  de  la  différence  F  (a:«  +  A)  —  F  (j::^),  et  la  valeur 
F(j:o),  plus  grande  queF(j:o^— A)  et  plw  petite  que 
F(jro4-A)',  ou  plus  petite  qu«  F(xo  —  h)  et  plus  grande 
que  F(xo  +  A)  ne  pourra  être  ni  un  minimiun,  ni  un 
maximum.     ^ 

a°.  Si  //ï  est  pair,  la  différence  F  (xo  +  A)  —  F  (xq  ) 
qui  ne  changera  pas  de  signe  aveq  A,  sera  positive  si 
F^"^(xo)>  o  et  négative  si  F^*^(xo)<Co,  et  par  consé- 
quent la  valeur  F(a:o)  sera  un  minimum  dans  le  pre- 
mier cas  et  un  maximum  dans  le  second. 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  règle  générale  :  Lorsqu'une 
valeur  particulière  Xo  de  x  dans  le  voisinage  de  laquelle  la 
fonction  F  (a:)  reste  continue  ,  fait  évanouir  les  dérivées 
de  F  (x)  jusqu'à  celles  de  Tordre  n  exclusivement ,  la 
valeur  correspondante  de  F(x)  ne  peut  être  im  maxi- 
mum ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  la  dérivée 
qui  la  première  cesse  de  s'évanouir  est  une  dérivée  d'or- 
dre pair,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre 
pair;  dans  ce  cas  la  fonction  F(x)  sera  un  minimum  si 
la  valeur  de  FC*)(x)  est  positive,  et  un  maximum  si  la  va-* 
leur  de  F^"^  {x)  est  Mcgative. 

Exemfiè  : 

F  (jp)=:^*+- aootx  •!-<?"*,    Y'{x)'=2€*  —  2sinx  —  tr* ^ 

F"(jp)  =  tf*  — 2casx4-e"',     F*'(jr)  =  <?»-+.  31  sinx—  e'*  ^ 

Les  trois  premières  dérivées  s'évanouissent  pour  x = o . 
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]a  quatrième  se  réduit  à  4  ^  donc  la  valeur  de  F(x) 
correspoudante  k  x==  o,  ou  le  nombre  4?  sei'a  uu  mini- 
mum de  cette  fonction. 

Scolie.  On  a  (l"y  =  F^"  '  (x)  dx" ,  et  par  conséquent  si 
n  est  pair,  dy  étant  toujours  de  m^ne  signe  que  F(")(x), 
on  pourra ,  dans  l'application  de  la  règle  précédente , 
substituer  les  différentielles  aux  dérivées. 

35.  Outre  les  maxima  et  les  minima  qui  répondent 
aux  racines  des  équations  F' (x)  =  o  et  F'(a:)=oo, 
il  peut  en  exister  d'autres  qui  répondent  aux  valeurs  de 
X  pour  lesquelles  la  fonction  F(x)  cesse  d'être  réelle  ou 
continue ,  de  sorte  cpie  dans  la  recherche  des  maxima  et 
minima  il  faut  en  général  commencer  pai'  déterminer 
les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  F(a:)  imagi- 
naire ou  discontinue ,  et  voir  si  les  valeure  correspon- 
dantes de  cette  fonction  surpassent  les  valeurs  voisines  ou 
leur  sont  inférieures.  Dans  le  premier  cas ,  elles  seraient 
un  maximum,  dans  le  deuxième  un  minimum. 

Exemples  : 

Ces  trois  fonctions  deviennent  discontinues  en  passant  du 
réel  à  Timaginaîre^  tandis  que  la  variable  x  passe  du 
positif  au  négatif,  et  obtiennent  pour  x  :=  o  une  valeur 
nulle  qui  représente  uii  minimum  de  la  première  et  un 
maximum  de  chacune  dçs  deux  autres. 

36.  applications,  i^.  Partager  un  nombre  en  deux 
parties  a  et  a  —  x  telles ,  que  le  produit  j^  =  F  (x)  = 
X*  (a  —  x)"  soit  un  minimum  cm  un  marianum. 

La    valeur   maximum    de   ce    produit  corre8|M>nd    à 

X  =  — -r- .  n  v  wr^  <de  plus  deux  valeurs  minimum 

correspondantes  à  x  =  o ,  x  =  a ,  pourvu  que  m  et  n 
soient  pairs. 
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2^.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base 
et  isopérimètres,  quel  est  le  plus  grand? 

Soit  a  la  base  donnée ,  ^ip  le  périmètre  ou  la  somme 
des  trois  côtés,  x  un  second  côté,  le  troisième  sera 
%p  —  a  —  a: ,  et  la  surface  du  triangle 

T  =  F(x)  =  \^p{p—a){p  —  x){a^x—p). 
Cette  surface  est  un  maximum  lorsque  x  étant  égal  à 
— ,   le  triancle  devient  isoscèle. 

3^.  De  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carre  donné, 
quel  est  le  plus  petit  ? 

En  nommant  a  le  côté  du  carré  donné ,  J?  la  distance 
d^un  des  sommets  du  carré  inscrit  au  sommet  le  plus 
voisin  du  carré  donné,  la  surface  du  carré  est 

Q  =r  F (ar)  =  aar* •—  lax  +  «* , 

et  cette  surface  est  un  minimum  lorsque  x  =  - ,  c'est-à- 
dire  lorsque  le  carré  intérieur  est  formé  par  les  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

4°.  Quel  est,  dans  Tellipse  h'jd'  -h  «'y'  =  a*i%  le 
maximum  de  Tangle  V  de  deux  cordes  supplémentaires? 

En  désignant  par  x  la  tangente  de  Tangle  obtus  que 
fait,  avec  Taxe  des  x,  l'une  des  cordes  supplémentaires, 
la  tangente  de  Tangle  des  deux  cordes  est 

et  l'angle  est  un  maximum  lorsque  x  == . 

5**.  Chercher  le  nombre  x  dont  la  racine  x*'"*'  est  un 

maximum  \ 

I 

X'  est  un  maximum  lorsque  a:  =  e. 
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Soite   des  applications    analytiques. 


QxjATRiÈHE  APPLICATION.  Développement  iT une  fonction 
réelle  statuant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  la  variable  x^  formules  de  Taylor  et  de  Machmrin» 

57.  Lorsqu'une  fonction  F(j:)  étant  réelle  et  continue 
avec  ses  dérivées,  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  Tordre  n 
exclusivement  s'évanouissent  pour  x  =  Xq-,  on  a ,  comme 
nous  l'avons  vu , 

F  (xo  ^  A)  — F (xo)  = ^^  F(«)  {xo  +  eh)  ; 

OU  en  supposant  que  Xq  soit  nul  et  faisant  h^  x^ 
F(x)~F(o)  =  — fl_FC-)(9x), 


et8iF(o)  =  0, 


X* 


^(')=7:ïx:ï,^^"f«')- 


Or  ces  équations  fournissent  un  moyen  très  simple  de  dé- 
velopper les.  fonctions  réelles  d'une  seule  variable  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable. 
En  efiTet,,  en  posant  n  =  ij  il  vient 

F(jr)_F(o)=:xF'(ôx), 
et  en  faisant 

F'(Ox)  =  r(o)  +  R., 

F(^)_F(o)— xF'(o)  =  R.x. 
R|X  est  évidemment,  ux^e  quantité  qui  s'évanouit  avec  x, 
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ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (x)  —  F'(o),  ^l  dont  la 
dérivée  seconde  esf  F^(j:)  nous  aurons  donc 


ir» 


-F(^)-F(o)-:rF'(o)=  f^F"(6x). 

Posons  encore 

F''(;(ix):^F'7o)  +  R,, 
il  vient 

F(x)  — iF(o)  — arF'(o)— -£^r(o)  =  R,   "^ 


1.2  1.2 


X* 


R, est  encore  évidemment  une  quantité ,  fonction  de 


I  .2 


JT,  qui  s'évanouit  avec  x  ainsi  que  ses  dérivées  première* 
et  seconde 

F'(*)— F'{o)  — *F*'(o),     F''(x)— F"(o), 

et  dont  la  dérivée  troisième  est  F*^  (x)  ;  on  aura  donc 

F  (x)-F{ o)-xP'(o)  -  -^  F"  (o)  =  jt^  F"  (Ox). 

En  continuant  de  la  même  manière ,  et  observant  que  les 

fonctions -.  \.    . ,    etc.,   s  évanouiront  avec   a' 

1.2.3      1.2.3.4 

ainsi  que  leurs  dérivées,  jusqu^à  celles  du  troisième,  du 
quatrième,  du  (n— i)'*^  ordre  inclusivement,  on  aura 
définitivement  Téquation 


et 

+  — ^ —  F^'"^  iM  ; 

la  fonction  continue  quelconque  F(x)peut  donc  être  con- 


BuMnèME  LEçon.  5^ 

^iéJ^  commç  composée  d'ufie  fonctiSn  entière  de  x, 

.•^  cl  d'un  resu,  savoir 


4 
>    ■ 


i.a.3..>i>       '*■■■■■' 
Exemptes.- 

on  a        *  '     r 

-      -Vf' 

F'(o)l=F''(o)  =  ...=  FC«-0(o)=  I,    F(") (to)  =  tf^S 


I        1.2        1.2.3  I  .2,i3»*  .(/I— l)      % 


» 


X" 


I  .2.3.  •/! 

2*.  F(x)  =:  sifix, 


^;        . 


F<*>(x)  =  siBrx4.^V     F(o)  =  o,     F'(o)=:i,  * 
r'(o)  =  o,     F^(-o)=— i...F(--')(o)=sin^^^^::^/ 


.     ^  X5 


I .2.3         I  .2.5 


H 5 — 7 ^.sm  îT 

»      1.2.3.  .(/I — \)        \      2  / 

sin\  ôxH .1; 


I    2.3. ./i        \  2  / 

3*».  F(x)=scosx, 

P=  I— -I 5—7.  .  .+ 2 7 ïCOS^ '— 

12        1.2    3.4  l.2.0...(/l— l)  2 


+ 


= ces  l  ôx  H ); 

I  .2.3.  ./i         \  2  / 
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40.     F{x)=:{i+xy'=i+fiX-i^^ î^x» 

1.2.3.  .  .(n— l) 


I .2.3. . . n 


5*.   F(j:)  =  arc  tangx,  on  aura 


F 


et  par  suite,  si  n  est  pair,  F**  (o)  =  o  ;  si  n  est  impair, 

F»  (o)  =  (— 1)"^^  1 .2.3. . .(«— I  ), 
arc  ^uog  j?  =  jr— »-5-4--^ ± 


3    •    5  /i— I 

6®.  Si  la  fonction  F(a:)  est  entière  et  du  degré  «,  s* 
dérivée  de  Tordre  n  se  réduit  à  une  quantité  constante 
on  a  donc  alors  F<"^  (Ox)  =  F^'*>  (o) 

x3 


F(;r)  =  F(o)4-xF'(o)  +  ^F''(o)4-  j^^  F-(o) 


H ô^^^^^J ;  F(-0  (o)  H f F(«)  (o). 
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Exemple  :  sî    F  (.r)  =  (i  +  x)",  on  trouvera 

n  n(n  —  i)  .  /i 

^  I  1.2  1 

38.  Â  Taide  des  mêmes  principes ,  on  développera  fa- 
cilement F(x  +  A)  9  suivant  les  puissances  ascendantes 
de X  ou  de  A.  En  effet,  nous  avons 


F(x-t.A)  — F(x)  =  AF(ar+«^)  =  AF'(x)  +  R,; 
doà 

F(x  +  A)  — F(ar)— AF'{x)  =  R.. 

Ri  est  une  fonction  de  h  qui  s'ëvapouit  pour  A  =  o , 
, ainsi  que  sa  dérivée  première  F' (or  +  A)  —  ^\^)\  de 
plus  sa  dérivée  seconde  est  ¥"(^x  +  h)\  on  aura  donc, 
d'après  un  théorème  souvent  cité, 

F(x  +  A)_F(x)  — AF'(x)— — F''(x)  =  R,. 

Ri  est  une  fonction  de  h  qui  s'évanouit  avec  A,  ainsi  que 
ses  dérivées  première  et  seconde,  et  dont  la  dérivée 
troisième  est  V{x  -+-  A);  on  aura  donc 


F(x4.A)_F(x)— AF'(x)— —  F'(ar)  = --^F^+M), 

et  m  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera  dëfi- 
nitivement 

F{x-h*)  =  F(*)H-AF'(*)  +  -^F"(x) 


6a  CALCUL    DrirmêRCNTIEL. 

•  en  posaut  dans  ré({iuuiou  Çi)x=^0^hrxx^  on  trouverait 

(a)  F(*)  =  F(o) H^F'(o)+-^ r (o) . . .  +  — Ç-F C-)C«*); 

cette  dernière  formule  n'est  donc  ^u'un  eas  particulier 
de  cdBe  qui  précède.  On  pourrait  cependautaussî  déduire 
la  formide  (i^  de  la  formide  (a)  ;  en  effet,  posons 


F(A.)=/(x  +  A), 
on  en  tirera 

F'(A)=/'(*+A),F"(A)=/"(x+A),.,F(«)(A)=/wtx+A), 
F(o)=/(x),  r{o)=f{x] F<")(éA)=/(»)(x4.8A), 

or,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

F(A)  =  F(o)  4- AF'(o)  H H ~ FW  {6h)  ; 

on  aura  donc  en  substituant 

/(x  +  A)  =/(x)  H-  A/'(x)  -H  ^/"  (x)  +  y^n*) 

formule  identique  avec  la  formide  (i). 

Corollaire.  Si  dans  la  formule  (i),  après  avoir  pose 
h  =  a  —  X,  on  change  a  en  x  et  x  en  a,  on  trouvera 

/  F(x)  =  F(«)  +  (X  -  «)  F'  (a)  +  (f^'  F" («}+.. . 

Exemples  :  F(x)  =  jC^,  F(x)  =  Lr , 

1.7.  ^  ' 

'-i^- ^ ^^- j:— i(x— fl)«[/i+ô(x— fl)j      , 


1 .2. . .  /s 
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\a).         a  ^\     a     J        3\     a      J 

±   1    /x-^nv-    I r    ^— ^.  T    -r 

39.  Lorscpe,  pour  de^  valeurt  de  x  compfirtses  entre 
certaines  limites ,  les  eipressioti^ 


x" 


I.2.3.../I       .  1.2.3. ../I      *        ^^ 

décroissent  indéfiniment  tandis  que  n  augmente,  aloi^s,  en 
posant  n  =z  oo  dans  les  équations  (r)  ou  (%\^  on  trouve 

F(*+ A)  =  F  (x)+  AF'(f  ) + -^  F"  (x)+ -4*4  •  F>H-etc. , 

■•2  l.2*0 

F(x)  =  F  (o)+4:F'(o)  +  -^  F"(o)  +  -^  F"  (o)  +  etc. 

■•2  l«2*0 

Ces  formules,  qui  donnent  le  déreloppement  en  séries  de 

F  (x)  suivant  les  puissances  de  :r,  et  de  F(x-4-A)  sui- 

'  vant  les  puissances  de  h ,  s'appellent,  1&  première,  la  for* 

mule  de  Taylor,.la  seconde,  la  formule  de  Maclaurin. 

40.  n  est  imp(^tant  de  remarquer  que  les  quantités 

I  •2.3.  •  ./l  1  .2.3.  .  •  /I 

s'évanouissent  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  effet ,  le 
produit  m(n — m-^-  i),  qui  peut  se  mettre  sous  la  fonpe 

( j  —  ( 'w  J  ,  ou  dont  la  dérivée  prise  par 

rapport  à  m  est  2  (  -^ m  j ,  croît  évidenmient 

'w,  depu^  m  =  I  jusqu'à  m  = ,  ou  croît  à  me- 
sure que  ses  deux  facteurs  approchent  d'être  égaux  :  on 
en  conclura,  en  faisant  tour  à  tour  m  =  i,  m  =  2,  etc., 
V^  des  n  quantités 

i.«,  2(/t— i),  3(/i — 2). . .  (/ï  — 2)3,  (11—1)2,  /i.i , 


avec 


f 


■  WJflip   H>!»P  wt.F..iPT,.  t..'.I.JHi 


^r^^^^^ 


W^ 


64  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

la  plus  petite  sera  la  première,  et  que  par  conséquefl 
leur  produit  [i  .2.3. . .  (/s  —  i)  /i]*  sera  plus  petit  qu: 
cette  première  n  élevée  à  la  puissance  n  :  on  aura  donc 

n 

i.a.3...«>«»  =  (v/«)',    .  ^t    „<f;^Y> 

1.2.^...  n       \\/nJ 
or   cette  dernière  quantité  s'évanouit  pour  /i  =  00  ; 
en  sera  donc  ainsi  de  = et . 

I«2.a.../t  I.2.0...J2 

Corollaire.  Si  les  deux  quantités  F^'*^(ex),  F<"J(a:+eA:" 
conservent  toujours  des  valeurs  finies,  les  produits 

— ^5 F^C^-a^)»     ^ F*(x  +  6A), 

1.2.3... /t        ^        '  I.2.3.../I         ^  '^ 

diminueront  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmentera 
on  pourra  donc  alors  employée  les  séries  de  Taylor  et  d 
Maclaur^n  au  développement  de  F(j:)  et  de  F(x  +  A^ 
C'est  ce  qui  2ura  lieu  si  Ton  prend 

F(x)  =  ^,     F(x)  =  sinjr,     F(x)=otsx,     F(x)  =  c*, 

et  l'on  trouvera  par  conséquent 

X  X*  x^ 

tf '  =  I  H 1 1 5  4-  etc. , 

I       1.2.     1.2.3 

X*  x4  x* 

COSX=I— 1 ô— 7"~ o   /  g»  etc., 

1.2        1.2.3.4        1.2.3.4.5 

X^  X*  X7 

1.2.3      i.2.3.4*5      1.2.3.4.5.6.7'       * 


T.  X*    .  .  X^ 


«'=  iH — la  H Xa^A 5  la',  etc. 

I  1.2  I  .2.3 
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O 

^uite    dM    applications    analytiques. 


Règles  générales  de  la  conuergence  des  séries  recolles. 
Application  de  ces  règles  aux  formules  de  Taylor  et 
d^  Maclaurin. 

41 .  Les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  ne  peu- 
vent subsister  qu^autant  que  les  séries 

F(o)  +  ^F'(o)  +  —  F'(o). . .  etc. , 
Y{x)  +  hr{x)  +  —  Y^x),  .  .  etc., 

seront  convergentes  ;  il  importe  donc  de  fixer  les  condi- 
tions de  la  convergence  de  ces  séries.  Une  série ,  en  géné- 
ral ,  est  une  suite  de  quantités 

'^oj       ^ly       ^^aj  •  •  •    ''n*  •  •  j 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  \(À  détermi- 
née; ces  quantités  elles-mêmes  sont  les  diflerents  termes 
de  la  série  qu'on  considère,  w„  est  le  terme  général.  Soit 

S«  =  «o  +  ".  4-«i+.-.+«ii-o 

la  somme  des  n  premiers  termes  \  si  pour  des  valeurs  de 
«toujours  croissantes,  la  somme  S„  s'approche  indéfini- 
ment d'une  certaine  limite  finie  S,  la  série  sera  dite  con- 
vergente ,  et  la  limite  en  question  s'appellera  la  sonmie  de 
!« série;  au  contraire,  si,  tandis  que  n  croît  indéfiniment, 
1^  sonmie  S^  ne  s'approche  d'aucune  limite  fixe ,  la  série 
T.  I.  5 


^tr^f-^g^'mm 


-4 
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sera  divergente  et  n'aura  plus  de  somme.  L'une  des  séries 
les  plus  simples  est  la  progression  géométrique^ 

Oy     ox,     oj?*, ax% 

qui  a  pour  terme  général  ax^  \  la  somme  àfis  n  premiers 
termes 

I  — ^         a  ax" 


convergera  évidemment  pour  des  valeurs  croissantes  de 

n  vers  la  limite  fixe  ,  si  la  valeur  numérique  3e  x 

est  inférieure  à  l'unité^  au  contraire,  cette  sonmie  croî- 
tra indéfiniment  si  a:  >  i  :  la  série  sera  donc  conver- 
gente dans  le  premier  cas  et  divergente  dans  le  second. 
Considérons  maintenant  la  série 

«o ,     «1 ,     «t ,   . .     a«  ^  etc. 

Pour  que  cette  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  sonune 

S.    =    Wo    +    Kl    +    «a    +.  .  .  +    «n-i 

converge  à  mesure  que  n  augmente  vers  une  limite  fixe 
et  finie  S ,  ou  que ,  n  devenant  infini ,  les  sommes 
•S„,  S„^i ,  S„^.,...  diflèrent  infiniment  peu  de  la  limite  S, 
et  par  conséquent  les  unes  des  autres.  Or 

S«^,  —  S,  =  tt«,     Sn^t  —  S«  =:  a»-f-  «»u|.x>  etc. 

Il  faudra  donc  que  ces  différences  soient  infiniment  pe- 
tites quand  n  sera  1res  grand ^  et  par  suite,  il  faudra  que 
le  terme  général  ii„  et  la  sonmie  des  termes  pris  à  partir 
de  u„,  en  tel  nombre  que  Ton  voudra,  s'évanouissent 
pour  ra  =  00. 

Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  conditions  sont 
remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évidemment  as- 
surée. 


!^El  VIÈME    LE^:ON.  6*J 

42.  Ces  principes  nous  fournissent  deux  moyens  assez 
simples  de  reconnaître,  dans  beaucoup  de  cas,  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente. 

Règle' 1^^.  Cherchons  la  limite  ou  les  limites  vers  les- 
quelles converge ,  tandis  que  n  croît  indéfiniment ,  Tex- 
I 

pi^essiorl  (U„)",  Un  étant  la  valeur  numérique  de  m„,  et 
spitLla  plus  grande  de  ces  limites,  la  série 

(  I  )  «o  +  «I  +  «a  +  •  •  •  «te. 

sera  convergente  si  Ton  a  L  <  i ,  divergente  si  L  >  i . 

Démonstration,  Supposons  d'abord  L  <  i  :  en  dési- 
gnant par  p  un  nombre  plus  petit  que  Tunité.  mais  su- 
périeur à  L ,  ou  tel  que  Ton  ait  L  <  p  <  i  ?  et  donnant  à  n 

I 

une  valeur  assez  considérable,  (U^)",  cpii  peut  diflférer 
aussi  peu  que  Ton  veut  de  sa  limite  L,  finira  par  être 

plus  petit  que  p  :  on  aura 

I 

de  sorte  que  les  termes  de  la  série  w„,  "n+i,  i^n+t-**?  seront 
des  nombres  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

r    >       r  j       r  •  •  • 

Or  le  terme  général  et  la  somme  des  termes  de  cette  der- 
nière progression  vont  en  diminuant  à  mesure  que  n 
augmente,  puisque  p  est  plus  petit  que  i ,  il  en  sera  donc  de 
même  à  plus  forte  raison  de  la  somme  u„+  «/i+iH-  m^j  . . . , 
et  la  série  (i)  sera  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  L  >  i  :  »  venant  k  croître , 
on  aura  bientôt,  si  Ton  désigne  par  p  un  nombre  plus 
grand  que  l'unité  et  compris  entre  L  et  i ,  ou  tel  que  Ton 

ailL>p>i, 

I 

(U.)''>f,    «,>r; 

5.. 


L  ■■  ■  mv 
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le  terme  général  de  la  série  (i)  croîtra  donc,  ainsi  que 
indéfiniment  avec  n ,  et  cette  série  sera  diverç;ente. 

Bègle  2"".  Si  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
terme  général  f/«  décroit  indéfiniment,  et  si  le'  rapp 

"'*''  converge  vers  la  limite  fixe  /,  la  série  (i)  sera  ce 

tJ  n  • 

vergente  toutes  les  fois  que  Ton  aura  /  <  i ,  et  div< 
gente  toutes  les  fois  que  l'on  aura  /  >  i . 

Démonstration.  Désignons  par  €  une  nombre  inféric 
à  la  différence  qui  existe  entre  i   et  /,  ou  tel  que 
deux  quantités  /  —  e,  /+  e,  soient  en  même  temps  q 
/  plus  petites  ou  plus  grandes  que  Tunité  ^  en  donnan 

n  une  valeur  assez  considérable,  le  rapport     "j^'  fin 

par  être  compris  entre  /  —  e  et  /  +  e ,  et  les  diffère; 
termes  de  la  série  tt„,  w„+i...,  se  trouveront  compris  en 
les  termes  correspondants  des  deux  progressions  géon 
triques 

Or,  i**  ces  deux  progressions  seront  toutes  deux  conv 
.gentes,  si  l'on  a  /<!,  et  leurs  sommes,  ainsi  que  la  som: 
intermédiaire  i/„  +  m„^,  +  etc. ,  décroîtront  indéfi: 
ment  si  £/„  approche  indéfiniment  de  o  à  mesure  qui 
augmente  ;  2"  elles  seront  toutes  deux  divergentes,  et 
somme  w„  +  u^^^x  •+■  etc. ,  croîtra  indéfiniment  avec  n 
/>  I  :  la  série  (i)  sera  donc  convergente  dans  le  pj 
mier  cas ,  divergente  dans  le  second. 

Nota.  On  démontre  facilement  que  les  deux  limites 
et  /  sont  toujours  égales.  En  effet,  si  nous  donnons  k 
une  valeur  considérable ,  les  rapports 

u,  '  11,+,- ■•  û;;^"' 

<H  par  suite  la  moyenne  géométrique  entre  ces  rappoi 


EM 
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1 -|^  j  cLifféma  de  /d'une  quantité  e  aussi  petite  que  Ton 
voudra  ;  on  aura  donc 

et  en  passant  à  la  limite,  ou  faisant  n  infini, 


•    ,    iiœ.  (U.)"  =  L  =  (/±.)U^  =  /rt:i. 

•^.^Les  deux  limites- L  et  /  différent  donc  l'une  de  l'autre 
lif  ^d'une  quajitité  e  qui  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton 
voudra,  et  sont  par  conséquent  rigoureusement  égales. 

45.  En  appliquant  ces  deux  règles  aux  séries  de  Ma- 
dauriu  Qii'de  Taylor ,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

SoiiF(x)  upe  fonction  de  x,  et  (f„  la  valeur  numéri- 
<iue  de  l'expression 

' ^ FC»)(o)     ou     i F(")(x), 

I  .2.3.  .  ./ï  ^    '  1  .2.3..  ./ï 

«uivant  qu'il  s'agira  de  la  série  de  Maclaurin  ou  de  la 
^ric  de  Taylor ,  soit  de  plus  4>  la  limite  vers  laquelle 
.    Convergent,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,   les  plus 

grandes  valeurs  de  (9„)"  ou  bien  encore  la  limite  unique 
du  rapport  *'*''  ,  ces  deux  séries  seront  convergentes 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x  sera 
inférieure  à  -,  et  divergentes  toutes  les  fois  que  la  valeur 

numérique  de  x  surpassera  -  :  en  effet ,  si  Ton  désigne 

P*rw«=±:^^"  le  terme  général  de  ces  séries,  on  aura , 
^ns  le  premier  cas  , 

I 
Km.  (U„)"  =  ^x  <  ï ,     lim.  --^  =  «Pa-  <  i , 

Un 


■  ■     mn    p  ^M 
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et  dans  le  second 

Um.(U„)"  =  0a:>  I,     lim.  îî^  =  4»x> 
Donc,  etc. 


u. 


Exemple:   i».  F(x)=:<f',     FC'«)(o)=i, 


<P«  = 


/i  -+-1 


la  série 


x  x*      .        j:^ 


I        1.2        1 .21.3 


+  etc. 


sera  convergente  pour  une  valeur  réelle  quelconque  d^ 
variable  x\ 

1^.  On  peut  en  dire  autant  des  deux  séries     . 

X*  x^ 

cosx:=  I 1 T— 7  — etc., 

1 .2      1 .2.3.4 


X 

sinx  =  - 


.3  / 


I        1.2.3        I . 2.3.45 


—  etc. 


1 

n 


En  effet,  dans  ce  cas,  4>  =  lim.  (  = — '—  1   devra  < 

\  1  .2.0>  .  ./Z 

core  être  plus  petit  que  i ,  puisque  la  série 

1.2  I  .2.5    .  ./Z 

est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 

3°.  Si  Ton  prend     F(x)  ==  1  (  i  +  x), 
on  trouvera 


F''(o)  =  (— i);-'i.a  3. 


1+- 
/l 


1 


=  I  » 


donc  la  série 

1  (i  +x)  =  x 


x^    .  x^ 


a +T-T +*•*=• 
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sera  convergente  tant  que  la  valeur  numérique  de;  x  sera 
inférieure  à  l'unité  5 

4°.  On  en  peut  dire  autant  de  la  série 

tangxrrx  — -5-  -^ — p-  —  —  -4- etc. 

5".  SiJ'on  prend     F(x)  =  (  i  +  jc)",    011  aura 

FC-)(o)=^(/,— I)...  (^  — «  +  !), 

.-^ 

îi±i  =  ^=l^  =  ^,      *  =  ,,      '    =.; 

n 
donc  la  série 

1  +xr  =  I  +^«2cH ^^ ^  jr*H — ^^ '-^ jc^+etc 

^  '  1.2  1.23 

sera  convergente   tant  que  la  valeur  de  x  restera  infé- 
rieure à  Tunité. 

6^.  On  prouvera  encore  que  ces  deux  formules 

l(x  +  A)  =  l(x)+-----+3^  +  efc., 

subsisteront  tant  que  l'on  aura  -  <  i ,  h  <ix. 

44.  On  pourrait  croire  que  la  série  de  MaclaïU'in  a 
toujours  F(x)  pour  somme  quand  elle  est  convergente, 
et  que  par  consécpient,  dans  le  cas  où  ses  diflerenls  ternies 
s'évanouissent,  la  fonction  F(j:)  s'évanouit  elle-même; 
il  n'en  est  pas  ainsi.  En  effet,  si  l'on  prend 


--or 


¥{x)z=ze 

la  fonction  F(x)  n'est  pas  identiquement  nulle,  et  ce- 
pendant tous  les  termes  do  la  série  de  Maclaurin  se  ré- 
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duiront,  dans  ce  cas ,  à  o.  a^.  Si  Ton  suppose 

-T'Y- 

la  série  que  Ton  obtiendra  sera  convergente,  et  elle  aura 
pour  somme,  non  pasF(a:) ,  mais  seulement  son  premier 

terme  e""'*. 

45.  Toutes  les  fois  néanmoins  que  les  fonctions  F(x) 
et  F  (x  +  h)  pourront  être  exprimées  par  des  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  a:,  ces  séries  coïncideront  avec  la 
série  de  Maclaurin  ou  avec  la  série  de  Taylor. 

Démonstration.  Supposons  que  Ton  ait 

F(x)=ao  +  ûxJ?*  +  «»*   +«3*^  +  etc. , 

a  5  6 ,  y ,  étant  des  nombres  entiers  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  en  diflerentiant  plusieurs  fois  de  suite,  on  aura 

F'(x)  =  a,rtx         +a,Cr         -f-asyx'^       +..., 
F"(x)  =  û.4(-t  — i)x*""^+«>C(C— i)x^-'"'' 

H-«3y(y  —  i>c        +..-, 

F^(x)=  fl,  ct(«— i)(«  — 2)x"""^ +  a.C(C— i)(ff— 2)x^""^ 

+  «3y(y— i)(y--ti)x^      +...; 

et  puisqu'en  général  les  quantités  F(o),  F'(o),  F"(o), 
ne  doivent  se  réduire  ni  à  o ,  ni  à  oo  ,  on  aiu^a  nécessai- 
rement 


>  =  3,  «3  =  .    _   o>- 


ao  =  F(o),  «=  I,  a,  =  — ^,   C=a,  a,  =  — ^S 

I  I  •  ^ 

_  F^(o) 

I     2.3 

et  par  suite 

F  W  =  F  (o)  H-  f  F'  (o)  +  ;^  F"  (o)  +  -^.  F"  (o)  +  etc. 

Donc ,  etc . .  • 


Supposons  en  stcond  iSèu  % 

F(x  +  A)  i  ♦  (x)  +  p.  (*) .  A'  +  (p,  (x) .  a'  +  »3  (*) .  A^-I^wé.; 

en  diffërentiant  d'abord  par  jrappoft  ii  x^  P^^' P!K|^.^^P~ 
port  à  A ,  nous  aurons  *^  -^  -^"^ 

<ir  ~fiSr^^^    dlr       ^V      ctr         "*"     cir        T        * 


rfA  ,  ^ 


puisque  la  fonction  F(x  +  h)  est  cpmp^éc  dj  la  même 
manière  en  x  et  en  A,  e% qu'en*»posaj|rt  x  +7I  t=jr,  on 
a  évidemment  ^  .  ' 

rfF (x  +  A) ^ dV ix). dx  ^dVjj^^^^       , 

dx  dy     dx  dr         ^  , 

rfF(x  -H  A)  ^  rfF(r)  ^r  _  ^F(r) ^^  ^  ^rfF(x+A)^ 
rfA  dy      dh  dy  dx       * 

Les  deux  dérivées  — ^-^ ,  — ^7 — »^,  sont  nécessaire- 

^  daf        ^  dh        ^ 

ment  égales  et  doivent  renfermer  Ifes  mêmes  puissancéil 

de  A.  Dès  lors,  en  supposant  les  exposants  a,  6,  y...  rangés 

par  ordre  de  grandeur,  on  aura 

d'ailleurs ,  en  faisant  A  =  o ,  on  trouve  ^  (x)  =  F  (x)  \ 
donc 

f.W  =  F'(x),  ^.(x)  =  I^\  ^,(x)=I!M....  etc., 

1.2  I .2. O 

F(j:  +  A)  =  F(x)  +  AF(x)H-— F'(a:)  +  elc.  C.  Q.  F.  D. 


'"■■'■      "  ■•'  »     iï-v^P' 


* 


#    ' 


4L 


74  CALCUL   DUTFÉAENXIEL. 


JLi 


DISJEME  iiECON. 

Suite   des   applications   analytiques. 


Y 


Rèf^0$  de  coni^ergehce  des  séries  dont  le  terme  géra 
est  imaginaire,  ^application  aux  forfrikles  de  Taj 
et  de  Mffclaurin*  ^. 

46.  Les  règles  que  nous  avons  données  sur  la  coui 
gence  des  séries  en  général  et  des  séries  de  Maclaurii 
,  de  Taylor  en  partieuiier,  subsistent  encore  dans  le  cas 
le  terme  général  de  la  série  u^  et  la  variable  x  ont  des 
leurs  imaginaires ,  mais'albrs  il  faut  substituer  à  ce  têi 
général  i/„  et  à  x  leurs  modules. 

En  effet ,  une  "série  dont  le  terme  général  est  îmj 

naire  et  de  la  forme  m*  =!/„'  +«'  v  — i  peut  être  regai 
comme  la  somme  de  deux  séries  réelles  dont  Tune  se 

multipliée  par  le  facteur  imaginaire  k  —  i ,  de  sorte 
l'on  ait 


La  somme  s^  =  5[  +V/^--.i  5"  des  n  premiers  terniK 
la  première  série,  convergera  pour  des  valeurs  en 
santés  de  n  vers  une  limite  fixe,  si  les  deux  somi 
réelles  s,\  ,  s"  convergent  vers  de  semblables  limites 
çn  résulte  qiie  la  série  imaginaire  sera  toujours  coni 
gente  en  même  temps  que  les  séries  réelles.  D'ailleu 
comme  en  appelant  p„  le  module  du  terme  général 
la  série  imaginaire,  on  aura 
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..V. 


.  les  o^jux  ^ipnes  Uo  t^Vj  •  •  •  »toj  nft  •  >•  uiHyu   suite  ul 
série  Uq  ^  Uj , . .  .  i/„ ,  «i^nt  confergentes^si  les  middules  ' 


r  . 


forment  eux-nj^êmos  une  semblable  série.  Oi«éduît  t0^ 
médiatemcnt  4^  ce  principe  les  deux  théorèmes  suivants. 

47.   i*''^  T^ÉOBJsME.  Cherchez  ^  limite  gu  les  liijpai^es  ^ 

vers  Ies(]uelles  conTQfge,  tandis  que  n  croît  indéfiniafelit, 

Vunc  (^s  expressions  (p»)'^  "~  î    '^    *^^^   inygii^tir^ 

sera  convergente  on(|Slivergente ,  suivant  que  la  lïmte 
unique  ou  la  plus  grande  de  ces  limites; -sera  plus  petite  ... 
ouplus  grandeftjUe  Tunîté.  >  *'  •  •* 

2*  Théorème.  Soient  F(x)  une   fonction   imaginaîte 
de  la  variable   -cr ,    et  (p„    le    module   de   l'expression  ^ 

F^"^(o)  ;  sdlt  de  plus  4>.la  limite  vaps  laquelle 

converge,  tandis  que  «croit  indéfiniment/ la  limite  uni-        ,^ 
que  ou  If  plus  grande  des  ypcdu^s  de  l'une  o\\.  l'autre  des  *     *  ♦ 

quantités  (^n)"?  — t'-,  la  série  de   Maclaurin  sera  cou-      .*^ 

vergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le  •  • 

module  de  x  sera  inférieur  à  -, 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  la  série  de  Taylor,   il         f 
suffit  de  remplacer  l'expression 

F  C»;  (o)     par     5 F  (»)  (x). 


i.2.3«../i  '     ^        i.Qt.3.../i 

48.  Ce  dernier  théorème  suppose  que  ToiQ  puisse 
étendre  les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  au  cas  où 
li  variable  x  devient  imaginaire,  or  c'est  à  quoi  l'on 
parviendra  facilement  comme  il  suit. 

Soit 

X  ==:/>  +  7  l/^ — I  zzr  r{cose  ■+•  \/ — I  sin  t) 


■  ^     ' 
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pne  valeiiif^jbla^irtre  de  la  vaille  a:j%toigd^(ifciMi 
cnfmïtffe  seut  WMable.  et  dbsons  ^k 


.  -4 


nous  aurorul^  en  différentiant  plusieiuqi^  firis  4^  suite  f 
v  rapport  à  r,  #-  T 

r^l-CcMï+HU-i  sinî)](co»f  +  i/S^rin/) 


>  •- 


••••••••■•• 


d'où,  eu  posant     r=o,* 

,  ^'(0)  +  ,^/:^  ;«'(o)  =F'(t>)(co5f4-V/— «  ànt); 
.       ♦"(o)+\/Z:ï;c''(o)=F"(o)(co$/+l/^sinO*i 

•  ...  «^   ...•.••....•  è  .   ....  5 -J- 

on  a  de  plus 

^(r)  =  ^(o)  +  Ç^'(o)  +  -^-^"(o)+."... 

I  I  •  2 

I  .  2.0^   .  ./I 


j:(r)  =  x(o)-f.^;t'(o)Ht— a;"{o)  + 


+ 


1 .2.3.../I 


;e^-M9.'-)' 


et  par  suite 


+  r[ç'(o)  +  »/-iA5'(o)l  + 


+  -~--[^'">  (9.r)  +  V^::^!  x^'K^^r] 


1 .2.3««  /t 


■fc 


■t^-' 
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f*F(o)  +  ^ 
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'3 


.V       ^ 
•y      «♦ 


F(*)  =  F(o)  f  f  F(o)  +  fi_r^^ +.^. . . . 

On  peiU  metlre^e  dernier  terme  ou  le  resté  de  c^te 
fvmule  sous  uMaûtre  forme  |  en  effet,  on  a  ^  ^  *^ 

>  ^  ...  .   **^     '*  • 

II"  et  Is  étftit dé^ qwntltës  qui  s'évanouissent  avec/;  donc  ,         ^ 

et  par  conséquent  ^b 

FW=F(o)+,fF'(o)  +  ^F'tol+...+  ^;^[|«<o)+I],       - 

• 

T        I      T      1  ,^ 

I  éunt  une  quantité  , — ^ '  .      r-  qui  s'évanouit 

^      >    •  (cosf  +  y^^i  sinr)"  ^ 

avec  r,  et  par  suite  avec  x. 

En  désignant  par  a  une  valeur  particulière,  réelle  ou  '*     ' 
imaginaire  de  la  variable  x ,  et  posant 

X  —  a  ^=1  z=:  ^  (cosr  +  l/^ —  I  sinr), 
F(x)  =  F  (a +  z  )  =  F  [a  H- p  (cosrH- 1/^  sinr)  ] 

on  trouverait  de  même,  en  différentiant  par  rapport  à  p, 

{cosr+V^ — I  sin r)'"Ft*) [a  +/î(cosr+ V^ —  i  sinr)] 

=  <K«)  (/5  )  +  v/^  X(-)  (  f ), 
et  en  posant     p  =  o, 

F(tf)  =  <l>(o)  +  »/:^iX(o), 
(cosr  4-V^^^  sin  t)F'  (a)=  <^'(o)+  l/^  X'(g), 

(  c||r  + 1/^  sin  T  )-F(-)  (a)  =  <!>("•)  (o)  4- 1/^  XC-)  (o). 


I  ^ 
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On  aura  dWfplus,  d'après  ime^ormule  c 


connoe , 


X<,.)=X(o) V-X'(o)  +  -il  X''(o)+...+  — ^ XW(^,), 


et  l'on  en  conclura 


V.. 


F(x)=  F («)+  ^  F'(«)+^-^  F'#4-, . .  ^^ 

fx  —  a)»  r<l>(»)(.Q.  p)  +  \/—\  XC')(fltp)l 
^  i.a^3.../iL      (cosT -fj  V/ — I sinr)"     j' 

•■'■       F(x)-F(«)-H^F'{«)+-(î=fI'f'(«)+... 

Si  dans  ces  dernières  équations,  après  avoir  posé  x — a=^h 
on  change  a  en  x,  il  viendra 

ç(x  +  A)=.F(x)+^F'(x)-»--^F"(x)+ 


Lorsque  dans  ces  diverses  formules ,  on  suppose  que  lo^ 
restes 

I.2.3.../I        (ces r  +  K^^  sin 0'*       ' 
/i"         <!.(") (Q,p)  +  tX^  XC»)  (g,p) 
1.2.3. .  /i         (cosr+l/117  sbr)" 

ou  seulement  les  quantités  5 , ,  diminuent 

I.2.3.../1     1.2.3.../1 

indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera, 

1".  Si  j:  et  A  sont  des  quantités  infiniment  petites^ 


onCifeliB  ;i.E(;ON. 
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mtité^lL  oibservcnt  toujo^|rs,dcs  valeurs  finies, 


X» 


r)  *lt  F(o)  +  -  F'(o)  +  —  F^  (o)  + . . .  etc., 


A'.,  .        /*> 


mières  fbnhules  6bnâKvi4^ 

iiFin  efk  de  Tayloi^^  étendues  au  cas  où  la  varia- 

K)n  accroissement  h  reçoivei||^des  v^leiil^  kHa- 

»ndèWes  conditions  ci-dessus  énoncées ,  sera  ^ilis- 
3n  prend  pour  F(x)  une  des  trois  fonctions  e*, 
a  X ,  et  par .  consé^ue«l  les  séries  qui  donnent 
ions  seront  iftiîvergen^tçs  pl>ur»une  valeur  finie 
ue,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  variable x. 


•*i 


f- 


■^ 


# 


^'■~'  iSM  t     ' 


m 


Sulle    des    applications    analytiques. 


^  . 


*      V 


Dti^elâppemeni  d^une  ^jftction  de  x  '^ai  devaient  infinie 
pour  x  =  a,  st^i^0nlÊÊBsy?uissiiHces  ascendantes  Jh 
X  —  a.  Décomposition  des  ^fractions  ^atShuielk^n  • 
.    \^aitioàs  sinmles.  ^      '  r  •    ' 

•       *" 
49.  Tous  les  dëveloppemÂits  obtenfEs  jtisqaici   n'ad- 
mettaient que  des  puissances  entières  de  j:  ou  x  —  a, 
parce  que  nous  supposioi||p  toujours  que  la  fonctioi%^F(x/^ 
ne  devenait  infii^ie  lÉ.  pour  jf  =  o  pbi  pour  x  =^a.  Suppo- 
sons mainteiant  qu'il  en  est  autrement  ;  que  F  (a)t^  oo ,  « 

^-Lr-  3c  o,*  ou  que  F(x)  soit  de  la  forme  F(jr)  =  - — ^-^-, 
¥[a)  '■  (^  —  ajT 

(f(x)  conservant'une  valeur  finie  pour  a:  =  a;  on  dit, 
dans  ce  cas ,  que  l'équation  =rrT  =  ^ — 7\"   *  ''^  racines 

égales  à  «.Puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  a>(x) 
conserve  une  valeur  finie  pour  x  =  a^  a  ayant  d'ailleurs 
une  valeur  réelle  ou  imaginaire,  nous  aurons,  d'après 
une  formule  connue , 

^(x)  =  ^%)+^^^'(«)  +  ^^^^%'^^  

f  I    •  JS 

I  s'évanouîssant  quand  on  fait  x  =  a.  En  divisant  les 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  par  (x  —  a)**, 
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on  trouvera 


i.2...(iii— i)    X-— a         i«2*..#/i       i.2»..iii.(in+i) 


I— !■ 


I  .  2  .  .  .  /f 

• 

A  Taide  de  cette  dernière  formule  on  pourra  donc  en- 
core développer  F  (x)  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  a:  •— a  ^  seulement  les  m  premiers  termes 
du  développement  renfermeront  des  puissances  négatives 
de  cette  différence.  Si  Ton  fait  n:r=my  il  viendra 

^  ^      (x — a)"       (x  — a)"-*  "^1.2  '  (x  —  a)"-*  "•* 

I.2...{/W—  l)     (x  — ût)  1.2.3...  /7I 

f  "^(a)  conservera  en  général  une  valeur  finie  -,  c'est  ce 
qui  arrivera  en  particulier  si  f(x)  et  ((x)  sont  deux 
fonctions  entières  de  a:,  c'est-à-dire  si  F(x)  dévient  une 

fraction  rationnelle  ^^  -,  alors ,  en  désignant  par  m  le 

nombre  des  racines  de  l'équation  ((x)  =  o  égales  à  a, 
parn,  ^ ,  ^...  le  nombre  des  racines  égales  à  i,  c,  €/,... 
et  par  N  un  coefficient  constant,  on  aura 

f(x)  =  N(x  — fl)« (x  —  ^)»(x  — c)/». . . , 


^(x)=:(x  — ûr)"XF(x)  = 


/W 


N(x  — ^)«(x  — c)/»... 

On  obtiendrait  ^C")(a)  en  différentiant  m  fois  cette  der- 
nière expression,  et  remplaçant  x  par  a,  or  l'on  voit  évi- 
"^^nment  que  ^^"^  (a)  ne  dcvi<*ndra  pas  infinie  pou#a:=<i. 
T.  I.  6 


TWTf 
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De  plus,  Cil  posant 

1.3.3.  ..  f/w— 1)  ^^       1.2.3.. .m 


1.2 


on  trouve 


+ 


•A.  m — I 


£(x)        {x —  a)*"        (x  —  a) 


I— I 


A, 


X 


-i-;tW- 


50.  La  fraction  rationnelle  ^T-r peut  donc  être  déco 

posée  en  deux  parties  dont  l'une  est  la  somme  de  pl«-a- 
sieurs  fractions  qui  offriront  des  numérateurs  constante  <> 
et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  d<? 
X — a,  tandis  que  l'autre  partie  ;((x)  conserve  une  valeL»_r 
finie  pour  x  =  a. 


En  représentant  par 
Bn  B 


+ 


ji-i 


par 


(x — b)"       {x — ^)"-' 


+ 


B, 


(x  —  c)P        (x  —  c)P-  ' 

A. 


X—  b 


etc. 


etc.. 


ce  que  devient  la  suite 


A, 


on  y  change  tour  à  tour  a  en  & ,  c ,  <:/...,  m  en,  /i,  ^ 
^ ,  etc. . .  . ,  les  différences 

/W  A.  A, 


4^ 


B,  B,       /(x) 


V 


C. 


/W 

f(x)      (x— 6)»"*      X  — A'  f(x)       {x—e)p'"      X  — c' 

ne  deviendront  plus  infinies,  la  première  pour  x  =  a. 
la  deuxième  pour  x  =  b,  etc. . . .  ;  de  sorte  qu'en  posant 

B.  .     B. 


A*)  _      A,  ,      A. 

f  (,) -Cii^  '  •  •  "^ 


■f 


f 


X  — a      (x^é)"  "  "      x^i 


...+  Q, 
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OU 

/(x)  A,  A,  B„  Bj^      _ 

J(^)''{x—ay-  '  *  •  ~x—a       {x  —  b)-  •  •  •        x  —  h  "~^' 

Q  ne  deviendra  infini  pour  aucune  des  valeurs  a:  =  d , 
r  =  6. . .  D'ailleurs  aucune  autre  valeur  de  x  ne  peut 
rendre  la  différence  du  premier  membre  infinie ,  Q  ne 
devient  donc  infini  pour  aucune  valeur  de  x^  ce  qui  exige 
que  Q  soit  une  fonction  entière  de  x. 
Enfin  si  l'on  pose 


'A 

"in 


A» An_t  A,        .  -P» 

(r — fl)"         (x  —  ô)"-*  •  •  ■  "^  X  —  fl        (x —  A) 

H-  , — ^— r-  . .  .  •  etc.  = 


B,        .         c^  R 


a:—b^{x  —  cy'"  f(x)' 

R  sera  aussi  une  fonction  entière  de  x,  car 

f(x)  =  (x — a)'"X(j: — by.  ,., 


etr 


on  aura 


On  voit  sous  cette  foime  que  les  deux  fonctions  entières 
Q  etR,  dont  la  seconde  est  d'im  degré  inférieur  à  celui 
^e  f(x),  représenteront  évidemment  le  quotient  et. le  reste 

^e  la  division  de  f{x)  par  ({x). 

5t.  L'équation 

SJ,  r\  _i  AjB A  ni_.  Al 

I     ^(')      ^"^  (x— a)'-"^(x  — a)--'  •••  ■ 


X  —  tf 
B  »  ^^  Bn«.i   '  Bi 

renfemie  le  théorème  suivant  :  soif^^-x  une  fraction  ra- 

f(x) 

6.. 


I     l.f     BMI^ 
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tionnelle  dans  laqueUe  le  degré  du  numérateur  est  sup 
rieur  au  degré  du  dénominateur,  et  a,  i,  c,...  les  racio 
de  Téquation  f(a:)  =  o;  pour  décomposer    la   fractii 

^7-4  en  fractions  simples ,  il  suffira  de  la  développe 

i^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a: —  a^  2^  si 
vant  les  puissances  ascendantes  de  a:  •—  & ,  3^  suivant  ] 
puissances  ascendantes  de  x  —  c,-  etc.;  puis  d'ajouter 
quotient  de  la  division  de  f  (x)  par  ((x)  la  sonune  c 
termes  qui  dans  les  divers  développements  deviendro 
infinis  pour  x  z=  a^  x  =  b,  x=c,  etc. 

Dans  le  Cias  où  le  degré  de  J'(x)  est  inférieur  à  ccl 
de  f(x)^  le  quotient  Q  est  nul ,  le  reste  R  est  égal  à  y(j 
et  Ton  a 

/(^)_      Ag  A^,,  ,     A,  B, 

f(ar)~(ar  _û)«  "^  (x  —  a)*"'  '  "'^ x—a'^  {x  —  bf^ 

jf  —  ^        (x  —  cji'  jr  —  c 

Dans  ce  cas,  pour  décomposer  la  fraction  ttt-t   en    fra 

tions  simples,  il  suffira  de  la  développer,  i^  suiva 
^  les  puissances  ascendantes  de  x  —  a,  2^  suivant  1 
puissances  ascendantes  de  x — i,  etc. . . ,  puis  de  faire 
somme  des  termes  qui  renferment  des  puissances  nég 
tives  des  différences  x  —  a,  x  —  i,  x  —  c. ... 

52.  Quand  Téquation  f(a:)  =0  a  toutes  ses  racines  in 
gales,  on  a 

/"  =  /i  =  /7.. .  =  I  ,     f  (x)=  N(x — û)(x—  b)(x  —  c).. 

{(x)''x  —  a'^x  —  b'^x  —  c"''^^"' 
de  plus,  les  valeurs  des  coefficients  A, ,  B, ,  Ci ,  etc. ,  • . 
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coïDcident  avec  ceUes  des  produits 

('" "^  f(J)'  ('  - *^  fW'  (' - *^  fW' 

correspondantes  àx  =  a,  x  =  b^  x  =  c. ...  Toutes  ces 
fractions  deviennent  -,  mais  on  obtiendra  leurs  véritables 

G 

valeurs  en  difierentiant  d'abord  haut  et  bas,  ce  qui  donne 

(x^a)/'(x)+/ix)     {x—b)/'{x)+f{x) 
i'{x)  '  f'(x) 

i^-c)fix)+f{x)  . 

Vjx)'-  etc. ... . 

<:t  faisant  ensuite  x  =  a  aa.  x=b,  etc. , . . .  dn  aura  ainsi 

'  "~  !>)  '  "'  ~  f '(^)  '  ^'  "^  r(c)' 

D'ailleurs  Féquation 

f(x)  =  N(x  — û)  (x— ^)(x— c)... 
donne 

f'(*)  =  N(ar  —  b)  {x — c).. .  +N(x  —  a)  (x  —  c)...+  etc. , 
f'(a)  =  N(a  — ^)(fl  — c)...r(^)=N(*— fl)(6— c)..., 

donc 

A.  -,     ,  /I«)  B  /W  ctc 

N(a— *)(«_c)...'      '~N(*-«)(i— c)... 

^'■i  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  première  de  ces 
v%I«ars  et  par  suite  toutes  les  autres  de  Téquation 

•         ^^'-  fW         -N(x_*)(x_c)' 

d  Où 

•^ -=»(«)=  "ff)  ,  B,=^i)=--T-^^|^L_,  etc. 


*^da  posé,  on  aura,  si  le  degré  de  f{x)  est  inférieur  à 

* 
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celui  de  {(x) , 


(b  —  a)  (b  ^c)  . ..  ^^  X  —  b 
(x  —  a)  (or —  c) .  .  . 

~f—  ^  r— ^^  rr  y  ( C) .  ,  .     610.  .  .  • 

(c  —  a)  {C 0).  ,  ,      ^  ' 

Cette  formule,  connue  sous  le  nom  de  formule  d'interpo^ 
lation  de  Lagrange ,  sert  à  la  détermination  d'une  fouc  - 
tion  entière  de  x  du  degré  n  —  i ,  quand  on  connaît  ^ 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  /{à)-,  f(p)*  •  •  • 

Lorsque  les  fonctions  f{x)^  f(x)  se  présentent  sou-. 
forme  réelle,   et  que  les  deux  racines  a,    i,  sont  ima — 

ginaires     et    conjuguées,    de   la   forme    et,  +  è  \/ — i 
a  —  S  l/— I ,  on  a 

si  Ton  remaiHjue  que  pour  passer  de  y  (a  +  6  \^ —  i)  eu 

f/(a4.^v/:r7)à/(a  — g»/=7),  r(a_s»/=T), 

il  suffît  de  changer  \^ —  i  en  —  V" —  i,  et  si  l'on  pose 
f '(.+5  v/CT)  ^  a'+b' v/r7  ""  A'«  -h  B'> 

AA'  —  BB'     „        AB'  -f-  BA' 


G=: 


vZTb^'  ^  — 


A'>  4-  B'>  '  A'»  +  B'>  ' 

on  aura 

A.  = A'.  +-B'. ^  G  4-  H  K-.  . 

_  -(AA'  -  BB'  )  -  (AB-  -h  BA'  )  \/~,  _  ^— 

B.  _ A"  +  B" -  ^'  -  H  K-« , 
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A,      .       B,  G+H»/^  G  — HV^— I 


_  2G  (x  —  «)  —  2HC 

~"     (x  —  «)>  +  c»    * 

Les  deux  fractions  correspondantes  à  deux  racines  imagi- 
iMifres  se  rouiront  donc  pour  en  former  une  seule  dont 
*e  numérateur  est  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  x, 
et  le  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré. 

o3.  On  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  pour  arri- 

ver  à  décomposer  la  fraction  rationnelle  77—  en  fractions 

Simples,  mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
rement les  mêmes  valeurs  des  coefficients  Ai ,  A„ . . .  A,„_, , 
"t  ->  B,,. .  .  B„_, ,  etc.. . .  Pour  le  démontrer,  reprenons 
*  ecjuation 


et 


posons 


QY(,)  +  i=M  +  i^M  +...H.    C^. . .  etc. 

(or — 6)"        (x — 6)"    *  (x  — tf/'  i 

^  («x)  sera  une  fonction  t;nti ère  dç  x,  et  nous  aurons 

^ï*»  «i  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  posé 
•"^  =a-f- A,  on  développe   les  deux  membres   suivant 
les  puissances  ascendantes  de  A,  on  aura,  en  remarquant  " 
T^«  la  fonction  f(jr)  s'évanouit  pour  x  =■  a^  ainsi  que 
^  dérivées  jusqu'à  celle  de  Tordre  m  exclusivement , 
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r  f(-)(fl)  f('"+0(fl)A  f(^)(a)A/^-'»-i 

Li.a...i7t       I  .a. .  .(/71-4-1)*"  i.a.../t     J 

+  A"+(fl  + A), 

fx  étant  le  degré  de  f(x)y  et  par  suite 

^         T. a*. .m    '         ^         i.a«..m  1  .^...(m+i) 

d'où 

i.!i.3.../iiy"(fl) 

"-"-  (/H+i)  f<-)  (.1)  '  ^ 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  A„,  A„_t>  etc. 
sont  identiques  avec  celles  que  nous  avons  obtenues  pa^ 
la  première  méthode. 

En  effet,  A^ était  ce  que  devient ç (a:)  =  • ^A       ^^ 

quand  on  y  fait  x=  a,  or  les  deux  termes  de  la  fracr' 
tion  du  second  membre  s'évanouissant  pour  a:  =  o ,  ainsi 
que  leurs  dérivées  jusqu'à  celle  de  tordre  m  exclurfve- 
ment,  la  valeur  de  cette  fraction  pour  x  =  a  ou  ^  (à) 
sera  égale  au  rapport  des  valeurs  des  dérivées  m''"*'%  rap- 
port qui  est 

i.a.3...//i/(fl)  /(a) 

f  (»)(«)  (a—by{a—c)P(a—d.)i...' 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de 
A^_i,. . .  Al,  B„,  etc.,  coïncident  avec  celles  fournies 
par  le  premier  développement  qui  a  l'avantage  de  donner 
les  coefficients  indépendamment  les  uns  des  autres  et  sous 
la  forme  la  plus  simple. 
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ijj       Exemples:  '.? 
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ï 


/'(x)=(x — i)*(x-h  i),ûr=  i,m=:3,   ô=— I,  /i=i, 

f''(j:)=a(x— i)  +  2(xH-i)+a(;ç— 1)  *    ,"' 

=  4(a:— i)4-.2(x-^i), 

A.  =  ^'(«)  =  _i,      B,  =  <p.(i)  =  4;_ 
d'où 

'  A.  A.  B. 

(*— i)'(xH-i)       (x—  1)»       *  — i"'"x+i 


+ 


2{x — i)»     4(x — i)^4(x  +  i)' 

X'.'dél  —       '       _  •  A,        .        B, 


f(x)       X'— I        (x+i)(x— 1)       (x^i)^(xH-i)' 
f(x)=x» — 1,     f'(x):=2J:, 


d'qà 


I      1 


I      I 


I        2  j:—  I       2 


^^-  jrÀ  =  -;; ,      n?  étant  plus  petit  que  n.  On  a 

/(or)  =  j:*,     f  (x)  =  jt»  —  I,     f'(x)  =  /lor""*. 
Toutes  les  racines   a,    A ,   c ,    etc.  ,    de    Téquation 


>■   l'.'pp 


^''^w 
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^  —  1  =  0,    OU    x^jzri,  sont  inégales  et*coinpnses 
dans  la  formule 

2A"ir  ^^ ,  y—  .     l'hit 
X  =  cos ±  y/  —I  sin 


n  n     ' 


fa 


A  représentant  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  - 
de  plus ,  pour  chacune  de  ces  racines  on  aura 

=  ~  I  cos  — ^ ■ — '—±\/ — I  sm  — ^ '— 

n\^  n  n  \ 

On  obtiendra  la  valeur  des  coefficients  A|,  B|,  C],...  etc. 
en  donnant  tour  à  tour  à  A ,  dans  cette  équation ,  tout( 

les  valeurs  depuis   /i  =  o  jusqu'à  A  =  - ,  puis  on  l 
substituera  dans  Téquation 

ï\x)       X — a       jT  — ^ 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  imagi 
naircs  conjuguées ,  etc. 
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Suite    des   applications    analytiques. 


Sixième  application.    Conséquences   de  quelques-unes 
des  formules  précédemment  obtenues, 

54.   Reprenons  les  séries 

JC  X^  Xr 

t      ^=i+-H 1 — â  +  etc. , 

^  I  1.2  I .2.0 


X 


a 


x4 


k 


CCS  or  =1  — 1 5—7  —  .  .  .    ^tc. , 

1.2        1.2 .3.4 

sin  x  = 5  H ,    ;  g  —  ...  etc. 

I        1 .2.0        1 .2.0.4*3 

Ces  séries,  comme  nous  l'avons  vu,  subsistent  quelle  que 

^itla  valeur  réelle  ou  imaginaire  attribuée  à  la  variable  a:^ 

on  peut  donc  les  étendre  à  tous  les  cas  possibles ,  et  les 

considérer  comme  pouvant  servir  à  fixer  le  sens  des  trois 

notations 

éf',  cosx,  ainx. 

En  changeant,  dans  la  première  de  ces  équations ,  x  en 
xln,  on  aura  pour  définir  l'expression  a', 

t!^=za*=  i  ^ 1 Ifl»  H la'  +  .  .  .   etc. : 

I  1.2  1.2.3 

si  l'on  y  change  x  en  x  l/ — 1 ,  ou  en  —  x  k— 1 ,  on 
trouvera 


,|/ir,  ,   x\/^        x>        x^\/^i    . 


I  1.2         I .2.3         1.2.3.4 


X^\/^ 


+  - o    /   g+  •"  =  rosT+  l/— I  sin»", 

1 •2.0.4*^ 


'^•■:^' 


9^ 

e  z=  I 
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H. 


I  .1.2     _   i.a.3 


•.u 


on  a  donc 

COSX+  V^— .1  an  or  =  tf**^""' 

-  •■■ 

on  aura  de  même 


1.2.3.4 
^-^-5-^  . . .  =  C08* _  l/H,  «nx; 


OOSâT- 


-v^ 


C0S,f 


d'où  «  3 

(cos  a:  +  |/Çir  sin  x)  (cos^  +  l/C^  sinj)  ==  tf^' "*"-''^  ^"^^ 

=  cos  (x  4- /)  +  l/— I  sin(«  +  /)  » 
co|j  [x  +  j^)  =  cosorcosj  —  sin  xsin j, 
sin  (x  +  ^)  =  sin  x  cos j  +  sin^ cosx  ; 

on  aura  encore 

(co8x-4-V^ — I  smj:)(cos^+V^ — i  siny)(cosz+l/ — isio*);' 
=  tf  .  =  cos(jp+j+«. . .) + K  —  I  sm(x+j+'*-  -  -  à 

d'oft  l'on  tirera  en  faisant  y:=zz,.,  =  a:, 

(cos  X  +  \/—\  sin  x/"  =  cos  /wx  +  V/^— 1  sinmx. 

Cette  dernière  formule  fut  donnée  d'abord  par  Moiv"^*^ 
dont  elle  a  retenu  le  nom. 

La   multiplication  d'expressions  de  la   forme 

cosx  +  \/-— I  sin  X, 

se  réduit  donc  à  une  addition ,  et  l'élévation  aux  p 
sances  à  une  multiplication.  Ce  résultat  est  très  im] 
tant,  puisque,  comme  on  le  verra,  toute  expression  im 

naire  a^è  \^ — i  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r  (cos  r  4-  \/ — I  siii  t) , 
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I 

On  aura  encore 


cMx+V/-!  sinjc      ^^^' 


— f 

=  COAX  -  |/^  -I  suix, 


=:  cos  mx  — ^  V^  — i  sin 'mx. 


(oos  x+  V^— I  sin  xf      tmxi/^ 

Ainsi  pour  diviser  par(cosx  -+-  V^ — i  sin  x)"*,  il  suffit  de 
multiplier  par  cos  mx  —  k— i  sin  mx, 

^i^En  partant  des  mêmes  principes,  il  sera  facile  de 
fixer  le  sens  des  notations 

X*,     A',    ItXf    ùaxy    cosxy. 

d^ns  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire. 

^ous  avons    dit    que    toute    expression    imaginaire 

«  -4-  6  K  —  1  pouvait  se  mettre  sous  la  forme 

r(cosr+  y/^ — isinr)  ; 
il  suffit  pour  cela  de  prendre 


r 


=  V^«*  +  C»,    cosrzz: 


w^ 


•  C 

8mr=: —  )     r=arctan|r-. 

Si  Ton  désigne  par  r  la  plus  petite  valeur  absolue  de  Tare 

r»^"     ^  •  «■   ^ 

V^  a-  pour  tangente,  cet  arc  sera  compris  entre  -et 

"^  -',  cosr  sera  essentiellement  positif,  et  si  Ton  suppose  a 
positif,  on  aura 

0O8r=coftr,     sin/=:8inr. 
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La  valeui*  générale  de  t  sera 

r  =  r±2A-ir,     et     x  =  r(coST+ V/'— i  sinr); 

si  au  contraire  a  est  négatif,  on  trouvera 


cost  =— 1 ,     sinT  = 


cos^  =  — cosT,     sin^  =  — -sinr, 
r  =  T±(2^+i)x,      x=:— r(coST +  V^ — 1  sinr^ 

Cela  posé,  i^  si  a  est  un  nombre  entier  m,  on  aura 

jr«  =  jr*"  =  r"  (cosr  +  j/ — i  sinr)", 

équation  qui  entraîne,  comme  nous  Tavons  vu^  la  s 
vante , 

or*  =  r*  (cos/iir  +  \^ — i  ùamt)  ; 


I 


a**.  Si  a  est  une  fraction  -,  x^  =  jc"  aura   un   cert-* 

n 

nombre  de  valeurs ,  en  désignant  par  ((a^))"  Fensemble 

I  1 

ces  valeurs,  par((i))'*,  (( — i))"  les  racines  /i*'*""  de  -+ 
ou  —  I ,  on  aura,  si   a>o,  j:  =  r(cosT-f-V^^^^sin' 

(W)"  =  /^  (ces  ^  +  l/ir;  sin  ^)((r))^ 
si  a<o,  a:= — r(cosT-+-V/ — isinr), 

((x))"  =  r"  (^cos  ^  +  »/ir^  sin  ^  )  ((- 1  ))". 


56.  Quant  aux  valeurs  générales  de  ((i))",  (( — i))", 
les  obtiendra  en  cherchant  les  valeurs  de 

x-=  r  (cosr  +  V^ — I  sin/) 
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propres  à  vérifier  les  équations 

x"  =  r"  [cosnt  +  V^ — *  sin/ir)  =  i , 
x^  =  r''[cosnt  +  j/— i  sin/i^)= — r; 

or  on  Satisfera  à  la  première  en  posant 

/■=  »  >     coswf  =  I,  sm/ir=  o,  /f^  =±  2^5r,  /=it: 


/i 


îl  à  la   seconde ,  en  posant 

r=r  I,     cos/ff=i,     sin/ï/  =  o,     «^=^^±(2 A'-h  i)îr, 


on  aiira  donc 

I 


iïi))"  =1  cos ±  K — I  sm , 

1 

//       %xn  2A"  +  I       i_ .  y— ^    .2X^+1 

((— .i))"  =  cos — -î— «-dzK— I  sin     ^     cr. 


n  n 


Ces  équations  fournissent  pour  chacune  des  expressions 

((i))",  (( — i))",  n  valeurs  distinctes  que  l'on  obtiendrai  en 
4)nnanl  tour  à  tour  pour  valeur  à  ai  tous  les  nombre» 
P*irs,  à  2/1  -+- 1  tous  les  nombres  impairs  compris  entre 
0  et  71  inclusivement.  C  est  facile  de  démontrer  qu'il 
suffit  de  donner  à  7k  o\xk  2^  -+- 1  ces  deux  séries  de  va- 
leurs. En  effet,  1°  soit  v  le  nombre  entier  le  plus  rap- 
proché du  rapport  —,  la  différence  entre  les  deux  nom- 


bre 


k 


s  V  et  —  sera  tout  au  plus  égale  à  ^ ,  en  sorte  qu'on 
n 

aura  —  =  v  ±:  — ,    —  désimant  une  fraction  ésale  ou 

inférieure  à   j ,  et  par  suite  k:    un  nombre  entier  înfé- 


* 
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rieur  ou  tout  au  plus  ëgal  à  -  ;  on  en  conclura 

=  2»^  rt 9 

n        .  n 

CCS rfc  K  — I  sm  — —  =  C08  — -—  ±  K — I  sm  — —  , 


n,  n  n 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((i))*  seront  com- 
prises dan%  la  formule 


CCS ±  K  —  I  sm 


n     ' 


si  I  Ton  suppose  aA'  renfermée  entre  les  limites  o  et  n-^ 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  la  formule 


I 


((0)  = ±  K  — »  »n  — > 

si  Ton  y  suppose  aA  renfermé  entre  les  mêmes  limites. 

Soit  de  même  v  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du 

fa/  +  i)«-    I    j.^,           2/1»  —  (a^4-i)  I 

rapport —  :  la  diilerence ^ entre  les 

^^  2/1  2/1 

îiAr     I  -    I 
nombres  v  et ,  est  évidemment  une  fraction  de 

2/1 

numérateur  impair  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  a  ^  ^ 
en  sorte  qu'on  aura 

=  wi , 

2/1  2/f 


aA^  4-  I  désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur 
à  7»,  on  en  conclura 

=  a»jr  lE   , 

n  n 
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n  n 


n  n 


cl  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  (( — i))"  seront 
comprises  dans  la  formule 

cos  ^ ' ^—  ±  K—  I  sm  ^ ' — i— , 

n  n 

si  Ton  suppose  2  A'  +  i  renfermé  entre  les  limites  o  et  /2 , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

(— i))''  =  cos^ — ^—  ±V — I  sin^ — ^, 

si  Ton  y  suppose  2A  +  i  renfermé  entre  les  mêmes  li- 
mites. 
Si  n  est  pair,  ik  pourra  être  tour  à  tour  égalé  à 

0,  2,  4v*»  (j^ — ^)'>^'>  l^s  valeurs  o  et  n  donneront  pour 
I 

((i))"  deux  racines  réelles  + 1  et —  i ,  chacune  des  autres 
valeurs  en  nombre donnera  deux  valeurs  imagi- 
naires conjuguées.  Dans  le  même  cas,  2A  4-  i  pourra 
feeevoir  les  valeurs  i ,  3 ,  5, . . .  {n  —  1)5  à  chacune  de 

ces  valeurs  en  nombre  -  correspondront  deux  valeurs 

1 
imaginaires  de  l'expression  (( — i))**. 

Si  au  contraire  n  est  impair,  2 A  pourra  recevoir 
louies  les  valeurs  o,  2,  49*'-  {^  —  ï)î  à  la  première 
^correspondra  une  racine  réelle  et  unique  -|-  i ,  et  cha- 
cune des  autres ,  en  nombre ,  fouiTiira  deux  valeurs 

2 

T.  I.  7 


«« 


t 


<: 
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r 

imaginaires  conjuguées  de  l'expression  ((i))**.  Alors  aussi 

aft+i  pourra  recevoir  les  valeurs  i,  3,  5, .  .  .n — 2,  n-y  à 

la  dernière  correspondra  une  racine  unique  et  réelle  —  i 

I 

de  l'expression  (( —  i))**  ^  chacune  des  autres,  en  nombre 
,  donnera  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées.  ' 


/!—  I 


De  ce  que  les  expressions  ((i))",  (( — i))"  ont  n  va- 
leurs, on  conclut  qu'il  en  est  de  même  de  l'expression 
I 

57.  Revenons  à  l'expression  x^,  3**.  Quand  a  est  un 

nombre  fractionnaire  — ,  on  trouve ,  si  a  >  o , 

n 

mm  m 

x'={{x)f  =  r^  ^C0S^r+V^=ïsin^rV(i))»; 

si     a  <o, 

mm  w 


x* 


=((x))"  =  r"  (  COS  J  r  H-  \/^  sin  ^  r  V(—  I  ))»  ' 


m  m 


Les  diverses  valeurs  des  expressions  ((i))",  (( — i))"  seront 
données  par  les  équations 


((1))"  =  cos ±V — '  sin  , 

(( — i))"  mcos^ ■ — ' dCK  — I    sm-^^ '- . 

^^       ^^  n  n 

Comme  les  seconds  membres  de  ces  équations  élevés  à  la 
puissance  n ,  donnent  pour  résultats -f-i  ou — i ,  on  en  con-^ 


•  • 
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m  m 

dut  quetoutesles  valeurs  de  ((i))  "  ou  (( — i))"  coïncident 

avec  celles  de  (( i ))"  ou  ((—  i))"  . 
4**.  Si  a  =  —  m,  on  aura 

or"'"'  =  r*""  (ces  mt  —  V^  — i  sin  mt)  ; 


5**.  Quand  a  = ,  on  a,  si  a  >  o, 


mm  fn 

((x))  "'  =  '•""(cos^  r  -  V^'^  Sin^  rj  ((,))       "  ; 

si      a  <C  o , 

mm  m 

((x))~"  =  r"-(cos^r- ï/IIÏ  sin  Jr)  ((_.))"», 

ec  l'on  reconnaîtra  que  les  diverses  valeurs  des  expres- 


m  m 


sions((i))"  ,  (( — i))     "  ,  coïncident  encore  avec  les  di- 
verses valeurs  des  expressions  ((i))"  et  ((— i))". 

En  résumé,  a  étant  une  quantité  quelconque  positive, 
négative,  entière ,  fractionnaire,  et  x  une  quantité  ima- 
ginaire a  -f-  6  V^ —  I ,  on  aura ,  si  a  >  o, 

{{x)Y  =  r«  (  cosflr+ V/^  sin  ar)  ((l))*; 
si     a  <  o  , 

{(x))*  =  r-  (  cosar  +  \/^  sinar)  ((— i))*; 

(( — i)Y  =  ces  (a  ^4-i)a«-  -{■•  \/ — I  sin  {ih  +  \)air. 

On  désigne  par  la  notation  particulière  a:*,  celle  des 
valeurs  que  Ton  obtient  quand ,  a  étant  positif,  on  prend 
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pour  ((i))^  la  valeur  particulière  i;  on  a  ainsi 

X'  :=  r*(cos  ar  +V^ — isinar). 

On  convient  d'étendre  cette  équation  au  cas  même  ov 
a  devient  irrationnel ,  et  de  s'en  servir  pour  fixer  le  sens 
de  la  notation  x"*. 

58.  Considérons  maintenant  les  notations  A' ,  sîb  ^^ 
cos X,  L(x).  On  a,  comme  nous  Tavons  vu, 


a'=ie'^"  y     e'        '  =  cosj:  +  V^— i  sinx, 


e  =cosj:' 


I  smo:. 


Si     X  =  a  +  S  V^  —  I, 


on  aura 


c  c 


=  r*(cosCH-  K  — I  sinff)  5- 


donc 


=  fl*(cosClfl  4-  \^ — I  sinClfl). 
LfCs  équations 


ff 


'*^     '  =cosx+V^— isinj:,  e 


=cosx-V/— isic^  ' 


donnent 


xV^ — I     ,     — *v^  —  I 
e  -Are 


cosj:  = 


smx  = 


x\r — I  — 

e  —  tf 


^     on  aura  dès  lors,  dans  le  cas  oùx  =  a  +  Sv/ — i^ 


C05  jr  =  ces  «  ^  sin  « 


C  I   ^-C 


sin  X  = 


«*+ 


sin«-f- 


e<^-*-^ 


cos« 


51 


v/=:;. 


59.  Si  Ton  cherche  les  diverses  valeurs  réeUes  ou  im^ 
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ginaires  de  j^  ou  de  z,  propres  à  i^ésoudre  les  deux  écjua- 

tiens 

e^  -=1  Xy      a*  ■=.  X  f 

ces  diverses  valeurs  seront  les  logarithmes  de  x ,  calculés 
dans  le  système  népérien  et  dans  le  système  dont  la  base 
est  a;  nous  les  désignerons  parles  notations  1  ((a:)),  L((jc:)). 

Or  Téquation  a*  =  e'  *  entraîne  la  suivante , 

on  aura  donc  toujours  L((x))  =  -t-^î  de  sorte  que  poiu- 

obtenir  les  logarithmes  de  Xj  dans  le  système  dont  la  base 
est  Hy  il  suffit  de  diviser  par  la  les  logarithmes  népériens 
de  la  même  variable. 
Posons 

*  écjuation  e^  =  x  donne 


e 


P-i-lV^- 


'=«+CV/— 1, 


et  si     a  >  o , 

tf'(cosy  +V^ — isiny)  ==  r(8inr  -f-  V^— i  sinr), 
^''mr,    /?=:lr,    cos^=c6sry    sin^zrsinr,   g  =  T±2^ir; 

si      a  <  o, 

€f{co&q  +  V/ — I  sin^)  = — r(coST  +  y/ — i  sinr), 
eP^zzr^  p=iry  ces  y  =— cos  r,  sin  q  =— sin  r,  7=Tifc:(a  A+ 1  )t. 

On  aura  donc ,  si     fl^>  o, 
«i     «  <  o, 


■■    '"*" '"^^'''^ii^ypqffffiSitjpgi 


loa 

Si  Ton  fait 
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X  =  I ,     OU     »r  =  —  I ,     d'où     r  =  I     et     r  =  o  , 
on  aura 
1((i))=±2^tV/:^,     1((— i))=±:(!i^+i)«-i/: — ■' 

I  et  —  I  ont  donc  une  infinité  de  logarithmes,  et  Fon 
aura ,  si     a  >  o , 


si     a  <C  0 , 


l  ((a:))  zirlr+rV/'IIÎ  +  l  ((!)); 


l((x))=lr  +  r»/=:ï-hl((— I)). 


Dans  le  cas  où  a  est  positif,  il  existe  un  logarithme  pl**^ 
simple  que  les  autres,  celui  que  Ton  obtient  en  faîs^-^*^^ 
A  =  o,  où,  en  prenant  +  i  pour  1  ((i)),  on  désigne  ^^^ 
logarithme  particulier  par  la  notation  Lr,  et  Ton  a 


Ix  =  Ir  +  T  K— -I . 

On  déduit  la  valeur  de  L((a:))  de  celle  de  l((a:)),  en 
visant  cette  dernière  par  la. 

On  détermine  de  la  même  manière  le  sens  des  no 
tions  arc  sin  ((j^)) ,  arc  cos  ((^)) ,  dans  le  cas  où  a:  a 

valeur  imaginaire  a  +  S  V^ — i.  S'agit-il,  par  exempi 
de  arc  sin  ((x)),  on  posera 


d'où 


arc  sin  ((jr))  =  ^  -f-  y  \/'—\  ; 


x=ct-f-ff  V/ — I  =sin(/?0y  K— î) 

^       = • siD  p  H cos/? 

De  cette  dernière  équatîom^,  on  tirera  les  valeursde/7  eii^ 
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q  ,    <jue  l'on  substituera  dans  Téquation 

arc sin ((a:))  =:/?  +y  V^— i. 

(^  Voyez,  pour  plus  de  détails,  \ Analyse  algébrique 
de  M.  Cauchy,  chapitre  IX,  ou  le  Traité  de  Calcul 
différentiel  du  même  auteur,  onzième  leçon.) 

60.  Nous  mettrons  fin  à  cette  digression  en  étendant  à 
des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x  ouj^, 
les  formules  connues 

.(W)'X({x)/=(W)-+*, 
tf*tf/ =  <?*+/, 

cos  (x  +  j^)  =  C08X  cosj  —  sino:  sin/, 
sin(x+j^)  =  sin a:  cos^  +  sin^  cosx, 

L((xr))  =  L((x))+L((r)); 

i».       ((x))«=  r'(co8ar+V/^MnaT)((±i))% 
((*))*=  r*  (co8èr+  V/^sinir)  ((±1))», 

donc  •  •  ((a^))' ((Jf))* 

=  i-+*co»[(«+*)T+l/^8in(a+*)r]({±i))'+»=  {{x))-^; 

«%7=:c*«*'[oos(ff  +  C')+ï/^«>n(C  4-  C')] 
3».  ««a/  ==«*'«  +  (?/'•  =  eC'+/)'*  =  «■+/  ; 


4'.   co««=co$(«  +  Cl/^)=- 


f  -  r^ 


3 


COS«i 


sin« 


w^. 
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C08  r = co»(«' +  C  V/^) = î-±i— 


COSmf 


—  sin«r  V^— it 


= ^î^^^ cos(«+«')— î- 1 sin  («+*')  V/CTi 


2  ^  '  a 


fcos  M  cos«'  —sin  et  un  «  0 
(sin«coSff'-|~sin  a'  cos«)V/— 'i 


sin 


2 
=  cosxcos^  —  sinx  sin^. 

On  trouverait  de  la  même  manière, 

sin(-c+j^)  =  sinx  cosj^+sin/  cosx, 
et  par  suite, 

in( -  — X  j  =  cosx,      cosf x  j  =:sinx,  etc. 

5*.  On  a  identiquement 

d'où 

^-.^l((a:r))-^U(x))  +  l((r)),  ^UW)  +  l(W)-i((:Rr))-,j, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  l'exposant  du 

premier  membre  sera  de  la  forme  ±  a/rTiK-— i ,  on  aura 
donc  définitivement 

.  »  (W) + 1  ((/))  -  >  ((*r))  =  ±  a^-W^^^i , 

1  ((xy))  =  1  ((x))  +  1  iix)}  ±  ^knV/^i , 
OU  plus  simplement 

1  {(*r))  =  1  ((*))+>(( j)); 

car  on  ne  ck^ge  rien  au  logaritlmie  d'une  quantité  ima- 
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^naire ,  quand  on  y  ajoute  ±  2kn  v —  i ,  qui  y  est  déjà 
compris,  puisque  1  ((x))  est  égaj  à  la  somme  1  ((x))-hTK — i 
augmentée  de  di  a^Tt  k — i ,  ou  de  ±i  (2^+1)71^—1. 

Nota,  Les  équations 

(('))•  ((*))*  =  ((*))***»    '  (W)  H-  '  ((r))  =  1((*»), 
sont  vraies  dans  ce  sens  seulement,  qu'à  chaque  valeur  du 
premier  membre,  on  pourra  faire  correspondre  une  va- 
leur égale  du  deuxième. 

61.  On  peut  enfin  appliquer  lel  principes  établis  ci- 
dessus  à  la  résolution  des  deux  problèmes  suivants  : 

Problème  i^^.  Transformer  sinmo:  et  cosmo:  en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
»nxetcosx. 

Solution.  Les  deux  équations 

(cosx4-V/ — I  sina:)'"=cos/na: -|- V/— I  sinmx, 
(cosx —  V/— I  sina:)*=cos/?ix —  V^ — 1  sinmx, 

donnent 

(cos4?-l-K— ïsinxV-f-lcosx — V^ — i  sinx)" 

co8mx=^^ — ^-^ ^* 

2 

(cosx  4-  V^— I  sin  xV —  (cosx— ^  1/^— 1  sinxV 

2V/— I 

Si  après  avoir  effectué  les  développements ,  on  égale  de 
part  et  d'autre  les  parties   réelles  et  les  coefficients  de 

V'^-^,  on  trouve 

^  m(m  —  i) 

wswdr  =r  co$*x  —  — ^ '  cos ■•'"*x  sin  *x 

1 .2 

.    iwfiw— i).(wi  — 2)  (/w-^ 3)  4.4.- 

H ^ ^-^ — ^   ^^ 008 "^*x sm*x-h. . .etc. , 

I .2.3.4 

-;„         m                 ,       m  (m-\){m-7)  ,      .   »     . 

«niîijcs:— cos*~'xsinx— ^-i ~ icos*"^x  8m^x-|-...etc. 

I  1.2.3 


■■■  I  ■■■■  m  p.  1  I  ,1  Mf 
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Exemples  : 

cos2ur  =  cos ^x  —  sin  'x,     sin  aj:  =  2  sin  j:  cosx  , 
cos3ar  =:  cos^jr— 3  cos:c  sin  *x,   sin  3x  =  3  co8*j:  sin  x — sin  ^. 

Si  dans  le  développement  de  cos  mx,  ou  de  sin  mx^  c 
met  à  la  place  de  cos' a:  sa  valeur  i  — sin*  j:,  on  trouvcM^ 
en  développant,  1^  si  m  est  pair, 


m/ m  — 
cos  mx  =  I  ^  —   

I V      2 


— I —  )  sin  *x 


[ 


m  in-a  r(in-i)  (»i-3)       (m-t)3   .   3  i 


+  ---i^-TT^  + 


-  H — -T  l»n*x — .  - 
a       a  4J 


)  I  1.3      1      a  aJ 


m(m— 2)(m — 4)r('""0(^~^)     ("•-O^     5  3 


1 .3.5 


r(m-i> 


4 


3    a 


2*^.  Si  m  est  impair. 


C08mxz=C08X 


(m— i)/m  .   iN    . 

^   (m>-i)  (m-3)  \-m  (m-^)   .  m   3       3    iT  .    . 
1.3  L     ^'4  *    2      a    4j 


/n 


m  (m — i)//w  — 2        3^    . 


sm  mx  =:  — -  sin  a: ^ — :r — -  [ 1 —  j  sin^  x 

I  1.3      V     2  27 


( 


+ 


m  (m — i)(m— 3)r(m — î).(/n — 4)  ,  (^— ^)  5,53"]. 


1 .3*5 


t 


2.4 


f 


5    5  an 

—  —  -T  I 
2       2    4J 


sin^i^- 


Si  dans  ces  équations  on  change  x  en a:,  et  si  T^ 

observe  que  Ton  a ,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 


m 


smmj? 
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et  pour  des  valeurs  impaires  de  m , 

m —  I 
cosfm wfa:J=(^i)     ^     sin/ii;r, 


r 

On  [  /»  -  —  mx  j  =  (  —  I  ) 


W—  I 


sin  (  /»  -  —  /îf  X  1  =z  (  ^  I  )    ^     CCS  /nx  ; 


on  trouvera  les  développements  de  sin  mx  et  cos  iriX, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cos x. 

2""*  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières  de 
sinx  et  de  cosx  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des 
cosinus  des  arcs  multiples  20:,  3x,  etc. 

Posons 

ces  x  +  l/^— I  sin  a:  =  a ,  cosx— k—i  sinx=  p, 
d^où 

:7!COSx  =  tf+P9    2  V/ — isinar=:tt  —  p  ,  wp  =  i , 

^ — î =  cos  /ix ,    •         =  sm  nx, 

2  2V/— 1 

Cda  posé,  on  aura 
a*cos"x=(tf+p)"  =  a'"  +  iwa'"-*p  +  ^^^— ^)  «*''*«'•  +  .... 


2"iin"x(v/ — i)"  =  (w  —  9Y=:i^  —  /wii*-'  P 

+ 


/w  fin—  l)     _    ,    ,  ^_ 

— i^ L  ««-»  P*  — . .  .±  p", 


1.2 
^t  si  m  est  pair, 

*co8Px  =z:cosj7M7  H —  cos  (/w-2)r  +  — ^ -'  cos  (iw-4)*  +• .  V 

I  I  •  2 


,  m{m—i)....{^ 


I  «2  •  «}  .  •  .  — 
2 


• 


j>        1^^  u  m  wi  .  I  n  .  ■   I  ^^u^^^np 


io8 
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(-1  )  2"~'sm*a:  z=  cosjTfx  — cos(iw-2)x-J ^ -^005(111-4)0:^ 

1  I  •  z 


^  OT{m— i)....Y^-|-ij 


I*2.0» ••    — 


si  au  contraire  m  est  impair,  on  aura 

^  m       .           .        m(m  —  1  )      ,         ,. 
a"~'cos"'j:=i  coswixH — cos(iw — 7)x  H ^ '-cofsfjn  — 4)*» 


1.2 


m{m''^  i). . . 


+ 


w-f-i 
2 


I    2.3. . . 


m  —  I 


CO^J 


m— I 


IW   . 


(-1)  ^  2""'sin*x==sin/wx-— sin(m-2)jH — ^ ^sin(/w-4)r. 


m.(^m  —  i). .  . 


/»  + 1 


smx 


I  •  2  ■  o  •  •  • 


m  —  1 
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ferentielles  des  fonctions  explicites  ou  implicites  de  plusieurs  Tariables 

indépendantes. 


68.  Soit  u  =  F(x^r)  une  fonction  de  deux  variables 
^dépendantes  x^  y]  donnons  à  ces  deux  variables  des 
^croissements  simultanés  Ax,  A^,  raccroissement  Au 
î  la  fonction  sera  donné  par  l'équation  ^ 

»  =F(x  +  Ax,  x+  Ar)  —  F(:c,  x)=  F(^  +  ^x,  x)—T{x,  x) 

F(a:  +  Ax,  ^4- Aj^)— F(a:+Ax,  7); 


^s  d'après  un  théorème  souvent  rappelé,  nous  aurons,  en 
isignant  par  F'^Çx^j) ,  FjJ  (j:  ,  j) ,  les  dérivées  partielles 
î  la  fonction  F  (x ,  jr) ,  prises  par  rapport  à  x  ou  par 
ipport  à  j^,  par  F^^  (x,  j)^  la  dérivée  par  rapport  à  x 
e  la  dérivée  prise  d'abord  par  rapport  ky,  et  par  ei ,  et, 
( ,  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Ao:,  A^, 

F(x+Ax,  ^)_F(j:,  r)  =F^(-ï^>  r)Ax  +  i,Ax, 

f;  (x  +  ax,  r)  =e^  (x,  ^)  +  f;^(x,  r)  aj:  +  13AX; 

•n  a  donc ,  en  remarquant  que 

^«  =  — AX  +  — A7+l,AX  +  i,ÛJ  +  ^-^AxAj+i3Aa?A/. 

L'accroissement  Au  se  compose  donc  encore  ici  de  deux 


■^-^ï 
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parties;  l'une  proportionnelle  aux  premières  puissant 
de  Ar ,  A^,  ou  dans  laquelle  les  coefficients  de  Ax,  i 
ne  s'évanouissent  pas  avec  ces  accroissements;  l'autre  i 
cessairement  proportionneUe  à  des  puissances  supérieur 
et  à  des  produits  de  ces  accroissements,  ou  dans  laquelle 
coefficients  ei ,  e,,  £9  des  accroissements,  s'évanouissi 
avec  eux.  Dès  lors  il  paraît  tout-a-fait  naturel,  par  ai 
logie,  d'appeler  différentielle  de  ft,  et  de  représenter  j 
rfa,  lorsque  u  est  une  fonction  de  deux  variables  indép 
dantes  x^y^  la  partie  de  l'accroissement  Au  qui  est  pi 
portionnelle  aux  premières  puissances  des  accroissemei 
Ax  =  dx^  ù^y  =  dy\  on  obtient  ainsi 

du  du 

la  différentielle  d'une  semblable  fonction  est  donc  égali 
la  somme  de  ses  différentielles  partielles  prises  tour  à  te 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes. 

Si  nous  avions  eu  u=F  (XfJ,  z) ,  nous  aurions  troï 
de  la  même  manière,  en  désignant  encore  par  £1 ,  e„et 
e',  e",  etc.,  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  ^ 
Ay,  A^,  par  A,ft',  k'\  des  coefficients  déterminés, 

Aa=  F (x+Ax,  /+A j^,  z+Az) — F {xy  Xyz)=iY (x-f-^lr,  / 
— F(x,  X,  z)  +  ¥{x  +  Û^Xy  jr-f-A/,z)  — F(x  +  Aj:, /, 
+  F(x  +  Aj?,  7+  Aj,  z+Az)— F(jr  +  Aar,  7+A/, 
F(x  +  Ax,  7,  z)  —  F(a:,   jr,  z)=:F^(:c,  ^,  z)aj:+i,Aj 

F(j?-4- Aj:,  ^+  A/,z)  — ¥{x  +  àx,  jr,  z) 

=  Fy  (x  +  Ax  ,  7,  z)  A^  +  u^y 

F^'  (x+Aa:,  7,  z)  =  F^'  (x,  7,  z)  +  F^^  {xy  x>  «)  A x  +  isi::^^ , 

F  (X  +  AX,  7  +  A/,  z  4-  AZ) F  (X  +  AJT,   j  +  Zi^,  z) 

=  Ki'^  +  ^^y  r  +  Ar>  «)  Az  +  f4^ 
F^'    (x  +  Ao:,  7  -Haj^,  z)  =  F^  (x  +  Aj:,  7,  z) 

+  F«  (jr  +  Ax,  j^,  z)  Ar  +  isAT , 
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F' (4f+AX,  ^,  z)  =  F.'(x,  Xy  «)  +  Fi^X,  ^,  »)  Ax  Hr  I6AX, 

</tf  du  du  ,  M, 

ÛB  =  --<£r  +  — £/r  +  -r  ^  +  i'Ajr  +  i"Ar  +  i  az 
itr  £()^  az 

+  kàxàJc  +  X^  '  AzAx  +  k  "àyC^ , 

</tt  £^£f  du 

étpation  que  l'on  écrirait  plus  correctement  de  la  ma- 
nière suivante 

dw=i  dgU  -^^  dyii  -^r  d^u. 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  est  indépendante,  , 
on  le  voit,  du  nombre  des  variables,  et  dès  lors  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  :  en  appelant  diffé- 
rentielle d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes ,  la  partie  de  l'accroissement  Au 
qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  ac- 
croissements Aj:,  A^,  Az;  cette  différentielle  du  sera 
toujours  égale  à  la  somme  des  différentielles  partielles  de 
'  1^  fonction  xi ,  prises  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  comme  si  les  autres  étaient 
constantes. 

Remarque.  Dans  le  cas  où  x,  étant  seule  variable  indé- 
pendante ,  u  se  trouvait  déterminé  par  les  équations 

nous  avons  trouvé  aussi 

,        du   .     ^   du  ,        du  ^ 
du  "=2  —-  dx  -f-  -r-  dr  +  -r  dz. 
dx  <(r  dz 

Cette  dernière  équation  a  donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule  des  trois  variables  est  indépendante ,  et  dans  le  cas 
ou  elles  le  sont  toutes  trois.  Mais  dans  ce  dernier  cas , 
^^7  dy^  dz  désignent  les  accroissements  aii>itraires  attri- 


* 


'mm 


lia  CALCUL    DIFFÉREHTIEL. 

bués  aux  variables  indépendantes ,  tandis  que  dans  '. 
mier  cas  dx  seul  exprime  Taccroissement  de  la  ys 
indépendante  a:  ^  dy^  dz  désignent  les  différentiellii 
et  de  ^ ,  considérées  comme  fonctions  de  x ,  et  d< 
des  équations  j^  ==  (f  (x),  z  ==  x(^)*  Une  autre  diffë 
encore  plus  digne  d^attentipn ,  consiste  en  ce  que ,  < 
dernier  cas,  l'équation 

du  du  du 

du=z  -r  dJT  +  ■—  djr  -\-  -z-  dzy 
dx  dy  dz 

ne  doit  être  considérée  que  comme  exprimant  la 
tion  de  la  dififérentielle  d'une  fonction  de  plusiei: 
riables  indépendantes  *,  tandis  que  dans  le  premier,  h 
équation  est  le  résultat  d'un  théorème  qu'il  est  née 
de  démontrer  ^  car  la  différentielle  dii  se  trouve  aL 

finie  à  priori,  comme  la  limite  du  produit  Jx.lim. 

comme  la  différentielle  de  la  fonction  F  [x,  <f  (x),  -^{x 
l'on  obtiendrait  en  substituante  j^  et  z  dans  u  =  F(x, 

leurs  valeurs  jr  =  fC*^)?  ^  =  x(^)* 

Si  les  trois  variables  x^y^  z  étaient  liées  entre  el 
une  équation 

^K^,  y  y  «,)  =  O,     ou     z  =  ^[x,  x), 

deux  seulement  seraient  variables  indépendantes, 
éliminant  z  ,  on  aurait 

u  =  ¥[x,Xy  >K^,  x)]  =  ¥,{xyx), 

la  différentielle  du  se  composerait  de  deux  parties 
prise  par  rapport  à  x  en  regardant  j^  conune  coi 
l'autre  prise  par  rapport  à  y,  en  considérant  x  < 
constant.  Dans  le  premier  cas,  l'équation 

tt  =5  F(jr,  Xy  2) 
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peut  se  mettre  sous  la  forme  h-=.  f  {x^  z)^  z  étant  une 
fonction  de  x  \  dans  le  second ,  sous  la  forme  u  =  f  (^,  -z), 
z  étant  une  fonction  de  j^,  et  l'on  a 

drU  dmU  dz 

"•  d^  d^u  dz 

dgU  =z  —-—  dx  -\ ; —  tte, 

dx  dz    dx 

drii  d^u  dmU  f  dz  dz       \ 

du=zd^uA-  drU  =  ^lfZ.dx-\-^--dr  4-  -i-(  —dx-h—dr]i 
'    ^.  ^  dx       ^  dy    ^^  dz  \dx       ^  dy^)' 

mais  z  est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
^)  J?  et  par  conséquent 

,        dz   .        dz   . 

«ionc  enfin 

dgU  dfU  djuL 

du^  —  dx  +  ^dy^  —  dz, 

ou 

,         du   ^  du    ^         du  , 

duzzz-=-  dx  -A — 7-  dy  +  -r-  dz. 
dx  *    dy    -^     *    dz      * 

du  =  dgU  +  ^7«  +  ^1  «• 

l^elle  est  donc ,  dans  tous  les  cas ,  la  forme  que  prend  la 
^différentielle  d'une  fonction  explicite  de  plusieurs  variâ- 
mes dépendantes  ou  indépendantes. 

63.  Pour  obtenir  avec  facilité  la  différentielle  d'une 

^onction  implicite  de  plusieurs  variables  indépendantes, 

^1  suffit  d'observer,  i®  que  si  deux  fonctions  d'un  nom- 

*^i*e  quelconque  de  variables  sont  égales  identiquement, 

c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 

Variables,    leurs  différentielles  partielles,  et    par  suite 

leurs  différentielles  totales  seront  aussi   identiquement 

égales  •,  2®  qute  si  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 

^ulle  identiquement,  sa  différentielle  totale  sera  nulle  aussi . 

L'équation  11  =  F  (x ,  j^,  x ...  etc.)  =  o ,  entraine  donc  les 

T.  I.  8 
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suivantes 

du  du  du 

^u  =  o,     rfa  =  -r-<£r+-5-£(y  +  -7-€fc+.,,  etc.  =  Oj 

dx  dy  dz 

A  Taide  de  cette  dernière  équation  on  pourra  détermi- 
ner la  différentielle  de  l'une  des  variables  considérée 
comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres.  Si,  par 
exemple ,  il  n'y  a  que  trois  variables ,  on  trouvera 

du  du 

dx  +  —  dx 
^^_da:  dy 

du 

Exemple  : 

x*  +  ^*  + «*— û*  =o,     xdx-\-jrdy+zdzz=zOf 

X  Y 

dzzzi'-^-dx-^-  dr, 

z  z    -^ 

Si  les  variables  x,  j^,  z, . . .  au  lieu  d'être  assujéties  à  une 
seule  équation  de  la  forme  u  =  o,  étaient  liées  par  deux 
équations  de  cette  espèce  u  =:  o,  u=Oy  on  aurait  en  même 
temps  les  deux  équations  du  =  o^  du  =  o  y  k  l'aide  des- 
quelles on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
des  variable»  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

En  général,  si  n  variables  j:,j^,  z.  . .  sont  liées  entre 
elles  par  les  m  équations  u  =  o,  i^  =  o,  ii^  =  o, . . .  on 
aura  en  même  temps  les  m  équations  différentielles 

dwzizOy     dvzzzoy     d(vz=zOy,.. 

k  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielles 
de  m  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

64.  Considércms  comme  cas  particulier  une  fonction 
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homogène  de  plusieurs  variables x ,  jr,  z,..  On  dit  qn^une 
fonction  est  homogène ,  lorsqu'en  faisant  croître  ou  dé* 
croître  toutes  les  variables  dans  un  rapport  donné ,  on  ob- 
tient pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul* 
tipliée  par  une  puissance  de  ce  rapport;  Texposant  de 
cette  puissance  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
En  conséquence,  F  (a:,  j^,  ^, . . .)  sera  une  fonction  de 
x,^,  ^, . . .  homogène  et  du  degré  a  ,  si  ^  désignant  une 
nouvelle  variable ,  on  a 

Cela  posé,  difTérentions  par  rapport  à  t  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation.  La  dérivée  du  second  mem- 
bre est  a^'"'F(a:,  j^,  z)  :  en  posant 

Cr  =  «,     tjr^zip^     te  ==  «>, . . . 

le  premier  membre  devient  F  (a,  i^,  tv, . . .  ),  sa  dérivée  est 

d¥  du   .  dF  dç       dF  dw 
du  dt        dv    dî       dw  dt 

Nous  aurons  donc ,  en  remarquant  que 

du  dv  dfP 

dV  dF  d¥ 

et  en  faisant  f=i,  ce  qui  donne  ii  =  jf:,  u  =y^  w  =  Zy... 
d¥    ^      d¥    ^      dF  _,  . 

Cette  équation  renferme  un  théorème  que  Ton  peut  énon- 
cer comme  il  suit  ;  Si  Ton  multiplie  les  dérivées  partielles 
d^ime  fonction  homogène  du  degré  a  par  les  variables 
auxquelles  elles  se  rapportent,  la  somme  des  produits  ainsi 
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formes  sera  équivalente  au  produit  qu'on  obtiendrait  en 
multipliant  la  fonction  elle-même  par  a.  Pour  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  nul,  on  aura  a  =  o. 

Exemples  : 

dY  „       rfF 

— =Aj:+E»+F7,   _=Br+Dz+Fa:, 

£/F 

—  =  Cï  +  Dr  +  E*, 

a  =  2 ,  et  Ton  a  bien 

(  Ax  +  Es 4- Fj)  x  +  (Br  +  D«  +  Fo?) 7  +  (Cz -h  Dj  +  F-x) z 
=  2  XT(AJ?*  +  Br*  +Cï*+2Dra  +  2Ezr  +  2Fxr); 

</F   .       rfF       j:       xr       x      x 
a=0,      ar-r-  +  7-^  = :^=z =o. 

^        ^r     r     r      r    r 

65.  Considérons  encore  comme  cas  particulier  une  fonc- 
tion de  la  somme  de  plusieurs  variables  x^  j^  -s, . . .  Cette 
fonction  doit  être  telle,  qu'en  posant  x+j^-f-z-f- etc.  =  f, 
elle  devienne  F  (£)  ou  fonction  de  t  seul  5  or  une  propriété 
remarquable  de  ces  fonctions,  c'est  que  leurs  dérivées  par- 
tielles sont  égales  :  en  effet ,  en  vertu  «de  l'équation 
M  =  F  (f),  nous  avons 

du       du  dt        du du  dt        du       du  dt 

dx'^dtdx^     dx~^dî^*     ^"^didz^ 

d'ailleurs  l'équation  x  -+- j  +  z  +  etc.  =  t  donne 

dt  dt  dt  

dx       dy       dz'    '  * 
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i  eflet, 

du       du       du 

dx       df       dz 

T?/  \  -  ^^  du  y 

avait u  =  r  (x — y)^  on  aurait  -j-  = —  -r,\  ^^^ 
!S  seraient  égales,  mais  de  signes  contraires. 
mplc  : 

u  =  (x  +^r)'",      u  =  (-r  — >-)*. 


>)    i 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

DilTéreDtieUes  Buccessives  des  fonctions  de  plusieurs  rariables  indépen- 
dantes. — -  Différentielles  des  fonctions  de  fonctions  de  plusieurs  Ta- 
riables.  —  Nouvelle  manière  de  définir  et  de  calculer  les  différentielles 
premières  ou  successires. 


66.  La  différentielle  d'une  fonction  u  =  F  (x,  j^  -Zv) 
de  plusieurs  variables  indépendantes ,  est,  en  général,  une 
fonction  de  ces  variables  que  Ton  pourra  différentîer  plu- 
sieurs fois  encore,  soit  par  rapport  à  toutes  les  variables , 
soit  par  rapport  à  quelques-unes  d'elles  seulement.  Dans 
le  i*''cas,  on  obtiendra  les  différentielles  totales  succes- 
sives de  cette  fonction ,  différentielles  que  nous  désigne- 
rons toujours  par  les  notations  d'u ,  (Pu^  d^u^...  d^u  ;  dans 
le  second  cas ,  on  obtiendra  des  dérivées  ou  des  différen- 
tielles partielles  successives  5  ainsi ,  par  exemple ,  les  quan- 

.   -     d'^u    d'*u     d"u  .  11..^  .11 

tités  -T-jj,  -7-^,  —^  exprimeront  les  dérivées  partielles 

^iimes  ppjses  par  rapport  à  x,  à  j^,  à  z.  Si  Ton  différentie 
n  fois,  mais  par  rapport  à  plusieurs  variables,  ces  varia- 
bles mises  en  indices,  ou  leurs  différentielles  mises  aux 
diviseurs,  indiqueront  dans  quel  ordre  on  aura  effectué  les 

différentiations:  ainsi  les  notations rfJrf-^.M,  ditji^  -z — 7— r 

-^  dx^dydz 

indiqueront  qu'on  a  différentie  ou  pris  les  dérivées  quatre 

fois  ;  une  fois  par  rapport  à  z ,  une  fois  par  rapport  à  j^,  et 

deux  fois  par  rapport  à  x,  etc. 

67.  n  est  facile  de  prouver  que  les  différentielles  par- 
tielles successives  conservent  la  même  valeur  quand  on 
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intervertit  seulement  Tordre  suivant  lequel  les  diffëren- 

tiations  relatives  aux  diverses  variables  doivent  être  effeo- 

tuées.  On  aura  par  exemple 

du  du 

.    .  .   ,  d^u  .djr        d^u  ,dx 

d^d^w^d^d-u^  ou   =  a-^^  = =z  d — • 

'^  ^   ,«,  ou  ^^^  ^       dydx  df 

i'''  Démonstration.  En  désignant  par  la  notation  A, 
laccroissement  d^une  fonction  de  x,  j",  z , . . .  lorsqu^on 
fait  croître  x  seul  de  la  quantité  Ax,  on  trouve 

àsd^u  =r  dy  [u  -i'  àgu)  —  djU  =  d^àgUj 

et  par  suite,  en  divisant  par  Axj  et  remarquant  que  Ax 
est  constant  quand  on  différentie  par  rapport  ky , 

^gdjU dy^gU Â«tf 

et  en  passant  à  la  limite , 

d,dyU  dgU 

dx  ^    dx 

OU  enfin 

dgdjU  z=i  dydgU. 

a™*  Démonstration.  On  a,  comme  nous  Tavons  vu, 

Cl  étant  une  fonction  f  (x,  j",  z,  Ax)  qui  s'évanouit 
avec  Ax.  Si  dans  cette  équation  nou$  changeons  y  en 
jr-f-  Aj^,  El  deviendra  ej  -+-  ^t^Jt  ^^  comme  on  a  d'ail- 
leurs, en  indiquant  par  Fy^(j:,  j^,  z)  la  dérivée  seconde 
de  F(j:)  prise  d'abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport 

F(x,  7  +  Ar,  2)  =  F(x,r,  z)  +  F^  (^,  r,«)Ar  +  «3Ar, 

K(^j  y  +  AT,  2)  =F^  (^>/,  2;)  +  F;^(ar,  y,  z)t,y  + 14  Aj, 


■■■*■ 
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on  trouvera 

F{x+^x,  x  +  ^x,  «)  =  F(j:,  y,  3)  +  F;(x,  /,  «)  Ax 

e'  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou  avec  Ùy, 
Si  nous  étions  partis  de  Téquation 

¥(xy  x  +  AT,  «)  =  F(x,  ^,  ^)  +  F  (x,  7-,  z) ùy  +  f 3  AT, 

63  étant  le  même  que  précédemment,  nous  aurions  trouvé, 
en  désignant  par  F^^  la  dérivée  seconde  de  F  (x,  ^,  z) , 
prise  d'abord  par  rapport  à  jr^  puis  par  rapport  à  Xy 

F(x+Ax,r+Ar,  2)=f(x,/,z)+f;(x,  j,  z)iàx+F;(x,jr,5)Ar 

+  F^^.(x,  Xy  «)axA7  +  i,  Ax+  ijA^  +  i''àx^x^ 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  supprimant  les  termes  qui 
se  détruisent,  et  divisant  par  AxAy^  on  trouve 

f;,(x,  r,  3)^t'=  f;(x,  r,  3)  +  .", 

e"  étant  encore  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou 
avec  Ay;  or  cette  équation  ne  peut  subsister  qu^autant 
que  Ton  aura 

F«  (x,  r,  «)  =  -7-^-  =  F'  (x,  r,  z)  =  -r— - ,  C.   Q.  F.  D. 

Ce  théorème  étant  démontré  pour  les  dérivées  du  se- 
cond ordre,  il  en  résulte  que  dans  une  expression  de  la 
forme  rf^rf^rf,. ...  a,  il  est  toujours  permis  d'échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux 
difTérentiations  consécutives.  Or,  il  est  clair  qu'à  Taide 
d'un  ou  de  plusieurs  échanges  de  cette  espèce,  on  pourra 
intervertir  de  toutes  les  manières  possibles  l'ordre  des 
difTérentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que 
d^d^djgU  =  dgdjd^Uy  il  suffira  d'amener  d'abord  par 
deux  échanges  consécutifs  la  lettre  x  à  la  place  de  z , 
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puis  d'échanger  les  lettres  jr  et  z  :on  peut  donc  affirmer 
qu'une  dîfierentielle  de  l'ordre  quelconque  n  a  une  va- 
leur indépendante  de  Tordre  suivant  lequel  les  différen- 
dations  sont  effectuées.  * 


t.  G)mme  en  diffërentiant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  x^y^  Zj  par  rapport  à  Tune  déciles ,  on 
obtient  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  de  x,  j^,  z, 
multipliée  par  la  constante  ^^o:  ou  ^,  ou  ^z . . . ,  et  que 
dans  la  différentiation  d'un  produit  les  facteurs  constants 
passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  d^  il  est 
dair  que  si  l'on  effectue  Tune  après  l'autre  sur  la  fonc- 
tion M  =  F(x,  jr,  z)j  l  différentiations  relatives  à  x,  m 
difierentiations  relatives  à  j^ ,  n  différentiations  relatives 
à  2,  la  différentielle  qui  résultera  de  ces  diverses  opéra- 
tions, savoir  d^^d"^  ^l^j  sera  le  produit  d'une  nouvelle 

fonction  (fÇx^jTj  z)  par  les  facteurs  cte*,  djr"'j  dz"^  la  nou- 
velle fonction  dont  il  s'agit  ici  est  ce  qu'on  nonune  une 
dérivée  partielle  de  u  de  l'ordre  l  +  m  +  n^  et  l'on  a 

il  a;d[u  =  ç  {x,  y,  z)  dx'djr'dz',  p  (x,  y,  .)  =  ^^^^^. 

Cela  posé ,  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l'équa- 
tion u  =  F(Xyy^  z)y  nous  aurons 

du  du  du 

du=:-r-dx+-j-'djr^-—-dz:=:idgU^drU-\-  dgUy 
ax  tiy  az 

d'uzndiu  -f  d)u  +  dîu+  'idlyU  +  idl^u  +  2<Ç,  w , 

ou 

^        d*u   ,  ^      d^u  ^  ^      d'u  ,       .      d*u  ,   ^ 

d*u     ,    ,  d*u    .    , 

_|_  2— — -.  dxdz  +  a-; — T  djrdz, 
drdz  dydz 

exemples  : 
**  ^  ^*  I  //»B = 2  (xdjrdz  -|-  ydzdx  +  zdxdjr) ,  d4u  :=  6dxdjrdz , 
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d^{x^  4-/^  +  »^)  =  6  (dlr^ -f-  «Ijr 3 4- <fc3). 

69.  Si  au  lieu  de  Téquation  m  =  F  (jc ,  j-,  jp),  on  con- 
sidérait fa  suivante  s  =  F(uy  Uy  iv),  les  quantités  ii,  p,w, 
étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques  des  variaUes 
x^y^  Zy  comme  en  résumé  s  serait  encore  fonction  de 
Xy  y  y  Zy  on  aurait  toujours 

,        ds   .         ds    ^  ^   p 

ds  =-r-  dx  A-  -=-  dr  +  -=-  dz, 
dx        ^    dy    -^         dz 

Mais  comme  ii,  i^,  tv  seraient  des  fonctions  de  x,  on  aunil 

ds    ,  ds  du  ,         ds  dp    ,     9    ds  dw 

—  dx  zz: dx  -f-  —  —  dx  -f-  —  -7—  «x, 

<ir  du  dx  dç   dx  dw  dx , 

ds  d> 

£(r  -^       '  dz 

fet  par  suite ,  en  remarquant  que 

du  du  du  j 

du  zm-r-dx '^-T-dy  +  T' ^^y   dv  =r,,.y  dtP  z=z..., 
dx  djr        .    dz 

on  trouverait 

ds  =2-^  du  +  -jrdu^  ^-  dw; 
du  dv  dw 

une  seconde  diffé^entiation  donnerait 

d*s  =z  -_rftt»  +  -_.  dv*  +  -7—  dw*  +  -r— r-  dudv 
du*         ^^  du*  dw*  dudv 

2  d*s  ikd*s  ds  ds  ds 

4-   ,    ,     dudw  +  --— -  dpdw  +  -r-  d*u  +  -7-  d*v  +  -j-  £/*« 
^im/fv'  dvdw  du  dv  dw 

d^S  = .  .  . 

La  règle  générale  est  donc  encore  de  différentier  comn 
si  M,  i',  w  étaient  des  variables  indépendantes,  puis  ( 
tirer  la  valeur  de  du ,  rfi^,  d!w,  etc. ,  des  équations  qui  lie 
les  quantités!/,  u^  %vaux  variables  indépendantes  x,y. 
Exemples  : 

rf»  (a  +  p)  =  rf»a  +  £/»p ,     rf»(a  ~p)  =  rf*a  —  d'^f 


QUATOEZIÈME    LEÇON.  1^3 

d''(au  +  bç'^-cw)  =  ad/u  +  W"p  +c£/''«'. 

Si  les  quantités  u^Uy  w  étaient  des  fonctions  linéaires 
des  Tariables  indépendantes  x ,  y,  -z,  c'est-à-dire  si  Ton 
aytit 

on  aurait 

</ »«  =  o,     d'^v  ■=.  o,     d^w  =  0, 

elles  différentielles  successives  de  la  fonction  5 = F  (m,  i^,  w) 
conserveraient  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  m,  1^,  tv 
seraient  variables  indépendantes  \  on  aurait  ainsi 

,,      d^s   ,  £/'j    ,      .    d^s    ,       .    2^*5  ,    , 

a*f=  -7—  ^w*  H — r—  ^t''  +  -; —  dw^  +  ,    ,    dudv 

du^  dp^         ^^  dw*  ^^  rfiM/(^ 

dudw  dvdfv 

Exemples  : 

Si  5  =:  F  (il,  i'),  on  aura 

d'^s      n      d^s 

d'^s  =  -, 1 ; du^'^dv 

du'*       I  dv^^^dv 

n  /ï—  I       d'^s        ,  .  d'^s    , 

-f--. du^^^dv^  -4-... i/p"; 

^1       2      dW^-^dv^  ^       dv^       ' 

a   i  =  F(ii)F(i^), 


-f—  F'  («)F«""»(p)£/im/p»'"'  4-  F  (a)  F"(p)£/p». 

70.  M.  Cauchy  a  donné  des  différentielles  des  fonc- 
w)us  une  définition  immédiate ,  indépendante  de  la  con- 
sidération des  dérivées,  qui  semble  plus  rationnelle  et 
présente  de  grands  avantages,  surtout  lorsquMl  s'agit  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  0  appelle 
^érentielles  et  il  désigne  par  les  notations  dx^  dy^ 
^iy*»*  du^  des  quantités  dont  les  rapports  sont  équiva-. 


rz. 
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lents  aux  dernières  raisons  des  accroissements  que  peu- 
vent prendre  simultanément  ces  variables.  Celle  définition 
conduit  immédiatement  à  celle  que  nous  prenions  pour 
point  de  départ,  quand ,  dans  le  cas  où  il  s'agissait  d'une 
fonction  d'une  seule  variable  indépendante,  nous  appe- 
lions différentielle  le  produit  de  la  dérivée  par  Taccroisse- 
ment  arbitraire  attribué  à  la  variable  indépendante.  En 
effet,  d'après  la  nouvelle  définition,  le  rapport  desdifféren- 
tielles -f-  coïncide  avec  la  dernière  raison  des  accroisse- 
ax 

ments  A;^,  Ax  \  on  a  donc 

De  plus,  en  partant  de  cette  même  définition,  les  accrois- 
sements simultanés  infiniment  petits 

Ax,  A/,   ^,    ...   Aie, 

d'un  nombre  quelconque  de  variables  dépendantes  ou 
indépendantes,  deviendront  sensiblement  proportionnels 
aux  différentielles 

dx^  dfy  dzy . . .   du\ 
dès  lors,  si  Ton  désigne  parala  valeur  infiniment  petite  de 
l'un  des  rapports 

Ax      A/      Az  Aa 

di'  ^'  ;&'•  •  di' 

si  l'on  pose,  par  exemple,  —  =  <x,  chacun  des  autres 
rapports  différera  très  peu  de  a,  on  aura,  par  exemple, 
—  =iiu4-6,  6  devenant  s'évanouir  avec  a,  et  l'on  trou- 

vera,   en  passant  à  la  limite,    du  =  lim.  — .  On  pourra 

de  cette  manière  calculer  immédiatement  la  différentielle, 
iïppliquons  ces  principes  à  la  détermination  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction,  m=F(j:,  j^,  z),  de  plusieurs  va- 
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riables  indépendantes.  Pour  cela ,  posons 

àxzzzadx^    ^y=.ttdyy   Azz=ûidzy 

dXj  dy,  dz^  étant  des  quantités  arbitraires,  de  teUe  sorte 
cpe  ces  équations  n^établissent  aucune  liaison  entre  les  ac- 
croissements des  variables ,  et  les  laissent  tout-à-fait  indé- 
pendïmtes  ;  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  diffé- 
rentielle, on  aura 

(fit=lim,^"=lim7^'^'^^*-^"^'^-^^^"^'^^^~^^'^^-^^'^^ 

En  posant 

F{x+adxy    X  +  ^X*     «  +  «^«)  =/(«)> 
d'où 

F(«,j,z)=/(o), 
on  trouvera 

et  « 

on  a  d'ailleurs 

dF  dF  dF 

d'où 

/'io)=^d.+-dr+^d>. 

Or,  si  dans  Féquation 

/{x+h)  —f{x)  =  hfx  -h  R.A, 

on  fait  X  =  o,  A  =  a,  on  trouve 

/(•)-/(o)=*/'(o)-hR.«, 
Rf  s^évanouissant  avec  a ,  et  par  suite 

îiota.  On  aurait  pu  écrire  immédiatement 


« 
f 


'       "Ji-ii  ^-^i^i^i^^mmm^nmim^m^i/^ 
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La  définition  de  M.  Cauchy  conduit  donc  aussi  à  ce 
théorème ,  que  la  différentielle  totale  d^une  fonction  de 
plusieurs  variables  est  la  somme  de  ses  différentielles 
partielles. 

On  aurait  pu  calculer  directement  la  limite  du  rqh 

port  — ,  en  remarquant  que 


F(x 

-hAdXyr-^AdjTy 

s  -4-  xdz)  — 

-  F  (x  -4-  Kifa 

r,r-f-«4r, 

») 

Ki^ 

■,r,«)*d:r4-R. 

a 

«Jr4-F;(: 

v-^otdxyy. 

* 
• 

«^r 

.  Fl('+«^ 

«1 

9)  ocdk  -f-  R) 

• 

d'où 

du  =  Um.  ^z=f;{«,  j-,  i)  dr-\-Flr  {x,  r,^) ^7+ F.' (x, /,»)<«» 

rfit    -      ,    du   ,  du  . 

^  —  olr  -| ay  -I-  — <»• 

eb:  dy  dz 

71 .  Les  dérivées  successives  / '  (a),  /  '^  (a),  /**'  (a),  ctCi 
de  la  fonction 

seront  toutes  des  fonctions  des  seules  quantités  variable 
x-^-adx  ^  y -^^  oidy  ^  z-^-adz^  et  par  iùite  les  diflCS- 
renées  f{a)-f(p),  /'(«)-/'(o),  /"(«)_/>) 
seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoi 
vent  les  fonctions  de  x^y^  z^  représentées  ^slf  f  (o) 
f(o)y  f"(o) , . . .  lorsqu'on  attribue  aux  variables  ind^ 
pendantes  les  accroissements  Ax  =  adx ,  Ay  =  ddy 
Az  :^  adz  \  on  aura  donc  successivenient 

et  a.  «^    \  /' 

d*u=ihm.  =r  hm.  — ^-^ 1— LJ  s=:/^(o), 


QUATORZIÈME    LEÇON.  I2y 

d^u  =  lim. =  hm.  - — ^-^ — ^-^z^f" (o), 

•  et  «^      \  /' 

£/■«=  lim. =  lun.  ^-^ ^—^  =/ »(o) , 

et  dL 

et  nous  en  conclurons  que  pour  former  les  différentielles 
,  totales  du^  d^u, . .,  d'^Uy  il  suffit  de  calculer  les  valeurs 
particulières  que  reçoivent  les  dérivées  /*'(«),  f(a), 
f  {(£).,.  /'*(oc)j  dans  le  cas  où  la  variable  a  s'évanouit. 
72.  Parmi  les  méthodes  propres  à  simplifier  la  recherclie 
des  di£rérentielles  totales,  on  doit  distinguer  surtout  celles 
({oi  s'appuient  sur  la  considération  des  valeurs  symboli- 
ques de  ces  différentielles. 

Si  Ton  désigne  par  a,  b^  c. . .  ,  des  quantités  cons- 
tantes, la  différentielle  totale  de  Pexpression 

adld'^d'* .  u  +  bdPd'id'' .u  +  etc, . . 

sen 

m      y     %  X  jr  t  X    y     %  X         y    % 

C'est-à-dire  qu'elle  sera  précisément  ce  qu'on  aurait  ob- 
tenu si  l'on  avait  multiplié  le  produit  des  deux  facteui^ 
«et ad\  d'^d'l  -f- bdld^d^. . .  par  d^  +  d^+d,,  en  opé- 
rant comme  si  les  notations  d^^  //^,  d,  représentaient 
de  véritables  quantités  différentes  les  unes  de»  autres. 

Lorsqu'on  ne  fait  qu'indiquer  la  multiplication,  on 
trouve  l'équation  symbolique 

i\ad[à^d^.u+bdPdidl.u  +  etc ) 

L{adld/d-^4'bdrd^dl+  , .  .){d^  +  d^  +  d,)u. 

Comme  en  réalité ,  //,. ,  //^ ,  ^. ,  ne  sont  pas  des  quanti- 
té, mais  des  symboles  qui  indiquent  une  opération  k 
faire,  la  formule  qui  précède,  prise  à  la  lettre ,  n'a  aucun 
*®ïi8,  mais  elle  redevient  exacte  dès  qu'on  a  développé 
^n  second  membre  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la 
Multiplication  algébrique. 
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Si  Ton  pose 

et  si  Ton  difTérentie  plusieurs  fois  de  suite,  on  arrivera 
à  réquation  symbolique 

qui  prouve  que  dans  l'expression  de  la  différentielle  n**^ 
les  coefficients  sont  les  coefficients  du  binôme. 

Si  5=F(u,  p»,  w),  on  aura  encore  d''s={d^'^dj-\^d^s^ 
et  il  sera  très  facile  de  développer  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  dans  le  cas  particulier  où  l*on 
suppose  u  fonction  de  x  seul,  (^  fonction  de  y  seul,  w 
fonction  de  z  seul.  D'ailleurs  pour  passer  de  ce  cas  par- 
ticulier au  cas  général,  il  suffira  évidenmient  de  rempla- 
cer J,M,  //Jm,  //Jupar  Ju,  //•«,  rf*!/,...  //^t^,  Jyi/...  par 
dv^  d^^j  etc. . . ,  c'est-à-dire  d'effacer  les  lettres  a: ,  j-,  z, 
placées  en  bas  de  la  caractéristique  d. 

Exemple  :  5  =  ui^;  en  opérant  comme  on  vient  de  le 
dire,   on  trouvera 

£/"(w)=: vd^u  +  l dyPd'^^u -|-  ^(^  ~  ')  d^pd^-^u .  .  . 

-{-ndgud"^*v^  ud"», 

^    ,   .                 ^(^  —  0     .     . 
d"  .atf  =z  vd^u  -f-  -  dvd^'-^u  H i ^  d*pd'^*u , . . 

I  I  .2 

Cette  dernière  formule  subsistera ,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  u,  t' ,  et  de  x,  j",  et  dans  le  cas  même  où  fi, 
(^,  se  réduisent  à  deux  fonctions  de  x. 
Exemple  : 

n[n — 1)      n{n — i){n — 2)     "" 


(?" 


d'',  —= 


F", /i       n(n—\)      /»(/t— i)(/i— 2)^    ■ 

X  I  _,ii(;î*—i)... 3.2.1 


cbf. 
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Application  à  des  questions  d''analyse  qui  dépendent  de  plusieurs 

-  variables  indépendantes. 


Première  application,  —  Maxima  et  minima  desfono- 
tions  de  plusieurs  variables ^  liées  par  une  seule  équa^ 
tion, 

73.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
codantes  x^  jr^  z^. . .  etc. ,  atteint  une  valeur  particu- 
lière, mais  réelle,  qui  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines, 
c'est-à-dire  toutes  celles  que  Ton  obtiendrait  en  faisant 
varier  x ,  y,  z  en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très 
petites,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
([uon  appelle  un  maximum.  Lorsqu'une  valeur  particu- 
lière d'une  fonction  de  x^jr^z  est  réelle  et  inférieure  à 
tomes  les  valeurs  réelles  voisines ,  elle  prend  le  nom  de 
tninùnum. 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables ,  se  ramène  facilement  à  la  recher- 
che des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d'une  seule 
Variable.  En  effet,  pour  que  la  valeur  FÇx^y^z)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum ,  il  faut  que  la  différence 

^f{x+ctdx,y  +  adjr,  z+adz)—¥(x,Xyz)  =/(«)_/(o) 

• 

soit  toujours   négative   ou    toujours  positive  :  négative 
pour  un  maximum,  positive  pour  un  minimum;  ce  qui 
exige, 
1**.  Que  f  (o)  soit  une  valeur  maximum  ou  minimum 

T.  I.  9 


■    ".■>■  i^^^wwaippi 
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a**.  Que  /'(o)  =  o,  ou  /'(o)  =±005 

3^.  En  supposant  la  fonction  y*  (a)  continue  ainsi  que 
ses  dérivées,  que  la  première  de  ces  dérivées  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  a  =  o  soit  une  dérivée  d'ordre  pair, 
et  qu'elle  soit  négative  s'il  s'agit  d'un  maximum,  posi- 
tive s'il  s'agit  d'im  minimum,  et  par  conséquent,  en  ob- 
servant , 

I**.  Que  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  F(j:,  j^,  z) 
discontinue  peuvent  lui  donner  ime  valeur  minimum  ou 
maximum; 

2^  Que  fXo)  =  du,  f"{o)  =  d^u,..,  /('')(o)  =  ^u,  on 
arrivera  à  la  règle  suivante. 

Pour  trouver  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes , 

1°.  On  choisira  les  valeurs  de  x\  y^  z  qui  rendent  la 
fonction  discontinue  ; 

1^,  On  fera 

-        ,        du   .       du  .       du     '       , 


dx 


dz 


3®.  On  fera  du  =  o,  équation  qui  entraine  les  trois  sui- 
vantes , 


du 


du 


du 


-=o,    _  =  o,  ^=0, 


puisque  dx,  dy,  dz  sont  des  accroissements  entièrement 
arbitraires  et  indépendants  *, 

4^.  De  ces  dernières  équations  on  tirera  les  valeurs  de 


z\ 


5**.  Pour  décider  si  le  système, de  ces  valeurs  produit 
un  maximum  ou  minimum,  on  calculera  les  valeurs  des 
différentielles  successives  d^u,  d^u,  d^u. . .  qui 
pondent  à  ce  système.  Soit 


d^u 
d^u  =  —. —  daf 
daf 


d^u   ,  .  n      d^u 


dy 
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la  première  de  ces  différentielles  qui  ne  s'évanouit  pas.  Si 
pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  dx^  dy^  dz^  n  . 
est  un  nombre  pair,  et  </"iiunequantité  négative,  la  valeur 
proposée  de  u  sera  un  maximum  ;  elle  sera  un  minimum 
si  ys  étant  toujours  pair,  r/"u  reste  toujours  positif.  En- 
fin si  ft  est  quelquefois  impair,  ou  si  la  différentielle 
d'^u,  est  tantôt  positive  et  tantôt  négative ,  la  valeur  de  u 
ne  sera  ni  maximum,  ni  minimum. 

7-4.  Concevons  que  pour  appliquer   le   théorème  on 
forme  d'abord  la  valeur  de 

pour  y  substituer  à  x,  /,  z  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

du  du 

Alors,  1^  si  les  dérivées  partielles 

d^u       d^u  d^u 


s^évanouissent,  il  faudra  recourir  aux  différentielles  sui- 
vantes d^u^  d^u^ . . .  etc.  -,  2^.  si  ces  différentielles  partiel- 
les ne  s'évanouissent  pas ,  et  que  Ton   fasse  varier  les 
quantités  arbitraires  dx^  djr^  dz^  il  arrivera  de  trois  cho- 
ses Vune  :  ou  la  différentielle  d^u  conservera  constamment 
le  même  signe,  sans  jamais  s'évanouir,  ou  elle  s'évanouira 
pour  certaine^  valeurs  de  dx,  djr^  dz ,  mais  en  reprenant 
le  même  signe  toutes  les  fois  qu'elle  cessera  d'être  nulle  ^ 
«1  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative  :  la  vdeur 
proposée  de  i«  sera  toujours  un  maximum  ou  un  mini- 
Huim  dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le  second, 
jaxntjt  dans  le  troisième.  On  obtiendra  dans  le  second  cas 
^maximum  ou  un  minimum,  si  pourchacun  des  systèmes 

9- 
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de  dXy  dy^  dz.,,  propres  à  vérifier  réquation  d'u=^o^  la 
première  des  différentielles  rf'i/,  d^u^,.,  etc. ,  qui  ne  s'é- 
vanouitpas,  est  toujours  d'ordre  pair  et  affectée  du  même 
signe  que  celïes  des  valeurs  de  d^u  qui  différent  de  o. 

En  général,  si  la  i"  des  différentielles  d'ordre  pair  qui 
ne  s  évanouit  pas  est 

dx^  dy^  -^      ^^ 

2iîl       d^u 
I   dx^^dy  "^ 

il  pourra  arriver  trois  choses  :  ou  la  différentielle  dont  il 
s'agit  conserve  toujours  le  même  signe ,  quand  on  fait  va- 
rier dx^  dy^  dz.,,'^  ou  bien  elle  s'évanouit  pour  certaines 
valeurs  de  cb: ,  dy^  dz^...  mais  reprend  toujours  le  même 
signe  dès  qu'elle  cesse  de  s'évanouir  ^  ou  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  correspondante  de 
u  sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  cas ,  jamais  dans  le  troisième ,  quelquefois  dans  le 
second  -,  c'est-à-dire  si,  parmi  les  différentielles  d'un  ordre 
supérieur  à  im ,  celle  qui  la  première  cesse  de  s'évanouir 
est  d'ordre  pair,  et  si  elle  est  toujours  affectée  du  même 
signe  que  les  valeurs  de  d^"'u  qui  diffèrent  de  o.  Il  est  es- 
sentiel d'observer  que  d^"*u  étant  une  fonction  entière  et 
continue  de  dx^  dy^  dz^,..  ne  saurait  passer  du  positif 
au  négatif,  tandis  que  ces  quantités  varient,  sans  devenir 
nul  dans  l'intervalle,  c'est-à-dire  sans  que  l'équation 
d*"*u  =  o  admette  une  ou  plusieurs  racines  réelles.  De 
sorte  que  pour  que  d*"'u  ne  change  pas  de  signe  il  faut 
et  il  suffit  que  l'équation  cî""u  =:  o  n'admette  que  des 
racines  imaginaires.  Dans  ce  cas  il  y  aura  toujours  maxi-* 
mum  ou  minimum;  maximum  si  d*"*u  est  une  (quantité 
toujours  négative ,  minimum  si  rf"**w  est  une  quantité 
toujours  positive. 
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'&.  Exemple  :  Supposons 

i*=:Ajr»-HBarr  +  Cr»+*+Er  +  F, 

du  =  (aAx  +  Bx  +  J>)dx  +  (Bx  +  aC/ +  Ê)^^, 

^^^^u=z  :i(Adx*  +  Beb:dx  +  Cdj^)y  d^u  =  Oy  d^u=zo,etc. 

V^^  valeurs  de  ;ï:,  j^,  propres  à  produire  un  maximum  ou 
lU^    :Kiiiuimum,  seront  déterminées  par  les  équations 

_  2AE  — BD  _  2C3)  — BE 

•^""B*  — 4AC'     •^■"B*  — 4AC* 

de  plus ,  I*»  Féquation 

*         ,  /iijc*      Bdx     C\ 

rf^«==a(Ad:r>+Bd:r4r+C^r')  =  ^Arfr'f  ^+ j^;p+^j  =  o 

n  admettra  que  des  racines  imaginaires,  si  B* — 4A.C<o, 
et  d^u  sera  alors  toujours  positif  ou  toujours  négatif , 
suivant  que  A  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  o  ;  ainsi 
la  fonction 

Ax»  +  Bxy  4-  Çr»  4-  Dx  +  Ej  +  F, 
admettra  un  maximimi  si 

B»  —  4AC  <  o,    A  <  o, 
^  un  minimum  si 

*B*  —  4AC  <  o,     A  >  o. 

2®.  Si  B* — 4AC>^»  l'équation  d*u=o  admettra* des 

racines  réelles ,  et  d^u  changera  de  signe  pour  certaine^ 

dx 
valeurs  de  dx  et  djr  ^  ou  du  raun^rt  —  ;  il  n^y  aura  donc 

alors  ni  maximum  ni  minimum.  < 

3**.  Si  B* — 4A.C  =  o,  et  si  Ton  n'a  pas  en  même  temps 

î^AE  —  BD  =  o    et     2CD  —  BE  =  o, 


■I  ■   ■■     m       I  im  v^ 
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Tune  des  valeurs  de  x  ou  de  j^  sera  infinie^  la  fonctiDii 
donnée  n^aura  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons  que 
ces  conditions  soient  satisfaites  \  alors  les  deux  ë<{uatioiis 

du  du 

se  réduisent  à  une  seule,  par  exemple  à 

du  ^ 

-r- =  2Ax+Bx  +  D  =  o, 

ax 

et  les  valeurs  de  x  et  de  /  sont  indéterminées.  On  a 
dans  ce  cas 

d»u=^{Adx^+7.V/ÂJC .  dxdy+Cdx^)=:iiJLdx^f  i  +  —^  ^Y  ; 

cette  valeur  de  d*u  se  réduit ,  il  est  vrai ,  à  o ,  toutes  les 
fois  que 

dx         •     ^/c  ' 

dy 

mais  pour,  toute  autre  valeur  de  -^ ,  cette .  différentielle 
seconde  est  de  même  signe  que  A  ;  et  d'ailleurs 

rf^tf  =  o,  d^uzzzo^  etc. 

La  différence  Aii ,  lorsqu'elle  ne  sera  pas  nulle,  sera  donc 
toujours  positive  ou  toujours  négative  en  même  temps  que  ' 
A,  et  par  conséquent  la  fonction  u  admettra  une  valeur 
minimum  si  A  >>o,  et  une  valeur  maximum  si  A  <C  o. 
Si  B  s'évanouissait,  on  aurait  nécessairement,  en 
vertu  des  équations 

B* — 4ÂC  =  o,'24E#-BD  =  o,  aCD  —  BE  =  o, 
ou 

A  =  o,  B  =  o,  C±=o,  a=rIXr-l-Er  +  F; 
ou 

A  =  o,  B  =  o,  D  =  o,  a  zz=  Cy*  +  Er  +  Ï', 
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OU  enfin 

B=:o,  C  =  o,  E  =  o,  a  =  Ax»  +  IXr  4-F; 

dans  le  premier  cas  la  fonction  u  n^aurait  ni  maximum 
ni  minimimi,  dans  les  deux  derniers  cas  elle  aurait  une 
infinité  de  maxima  ou  de  minima  égaux  à 

4CF— E»         4AF  — D" 

— 4c— ""— 4A  — 

76.   Scolie  i'*.  En  général,  on  a 

d*u   ,       .    d*a   ,  d^tt    ,    , 

d*u  =  -r-,  or»  H -—  rfr»  +  2  -7—7-  dxdr^ 

dx*  dy*  dxdx        " 

ou 

d^u  d*u 


a 


d^u        .     /     dy*    .       dxdy  dy        dx* 
rf/»  \     dx*^     d*u      dx^  d*u'   " 

dy^  Ip 

et  par  conséquent,    1^  d^u  aura  constamment  le  signe 

de  -7—,  si  l'équation 

d^u  d*u 

^,       dxdy  dy       ifa» 

.    dx»"'"^   d*u    dx'^  d^u""  ^ 
dp  dP 

n'a  que  des  racines  imaginaires,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

./  d*u  Y       d*u  d^u 

d*u  d*u       .  ,  .         , 

ce  qui  exige  que  j-j-    et  -^  soient  des  quanutés  de 

même  signe  ;  la  fonction  u  admettra  donc  un  maximum 
31  Ton  a  à  la  fois 

d^u  /  d^u  Y       d^u  d^u 

dy^^^'    \dxdyj  '^dpl^^''' 
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et  un  minimuni,  si 

d*u  (  d^u  Y       d^ud*u 

dy-  ^^»     \dxdy)  ~dP^d^<''' 

a^.  La  fonction  n^admettra  de  maximum  ou  de  n 
mum,  dans  le  cas  où 


/  d*u  Y d*jid*u  _ 


qu^autant  que  la  première  des  différentielles  iPuj  d^ 

dy 
qui  cessera  de  s'évanouir  pour  les  valeurs  de  -j-  pn 

à  vérifier  Téquation 

d*u  d*u 

dy*  dxdy   dy-  ^^  dx*  

dJ^'^       d*u     S       rfnî  ""  ^' 

dp'  dp' 

sera  d'ordre  pair,  et  constamment  de  même  signe  qu< 
quand  il  ne  s'évanouit  pas.  3^.  Si 

/  d*u\* d*ud*u 

[dMyJ  ~dp"d^^^' 

la  fonction  u  n'admettra  ni  maximum  ni  minimun 
ScoUe  2*.  S'il  s'agît  d'une  fonction  de  trois  varia 
on  aura 

d*u              d*u              d*u   .  d*u 

dx*         ^^  dy*  ^    ^  dz*  dxdy        '' 

d*a   ^  ,    ^        d*u    . 

axaz  dydz 


et  en  posant 


dy  dz 


,      fà^u       d*u        .  d*u  d*u       ,       d*u  d*m 
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Pour  que  d^u  ne  change  jamais  de  signe,  il  faut,  i^  que 
i^jUation  d*u=  o,  résolue  par  rapport  à  ç^  n'ait  pas  de 
^cîncs  réelles,  ce  qui  exige  que  l'on  ait,  quel  que  soit ^i 

lS5  +  ^^;  —dF\d^'^dj^^''^''d^f')<''^ 


ou 


r/"    d'uy d*ud*u'\    ^-        /  d'u    d'u  d^u  d*U  \ 

L\  tiydzj         ^fl^J^  \  dydz  dxdz       'dF  dxdy  / 

/  d^u  Y d^ud^u 

\  dxdz  )        IdF'dx^'^^' 

C«ttc  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand 
^ïi   ^ura 

/  d^u  Y d^u  d*u 

\dydii)        IF^^^' 

r  d*u     d*u  d*u   d*u\* 

\dxdz  dxdz       dz*  dxdyj 

[/  d*u\^ d*ud*u  1  r  /  d*u  \  « d*u  à^Wy 
\lfydz)  ~'é^'^ \V\dxdz)    ~'dF  dF \^^' 

^^Ues  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
Poixr  que  la  fonction  u  admette  un  maximum  ou  un  mi- 

^iXQum;  ce  sera  un  maximum  si  -^  <  o,  et  un  mini- 


dz' 


.  d^u  ^ 
SI  -J--  >  o. 
•     dz* 


77.  1*'  Exemple.  De  tous  les  triangles  isopérimètres, 
^{ixel  est  le  plus  grand  en  surface  ? 

'Solution.  Soient  x^y^  z  les  côtés,  p  =  — ? le 

dexni-périmètre  donné,  on  aura  z=z!ip — x— ^,  et  la  sur^ 
face  du  triangle  sera  donnée  par  l'équation 


vt  1  m^ 
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les  équations 


du  du 

-  =  o,  -=0, 


se  réduiront  à 


p{p—x){^p  —  »*  —y)  =  o , 

p{p—x){'xp^iX  —  ^)  =  o» 

on  ne  peut  poser  ni  p-^jf  =  o,  lii^  —  x  =  o,   p 
que  sans  cela  on  aurait 

ou 

ce  qui  est  absurde  \  il  faudra  donc  que  Ton  ait 
2/?  —  ax— ^  =  o,  a/^^aT*  —  x=o. 

De  plus,  pour  ces  valeurs  de  x  et  de  jr,  on  aura 

rf»if  l/3 

dxdf  a    * 

^-^  est  négatif,  et  de  plus 

les  valeurs  de  x  et  dey  donnent  donc  un  maximum 
fonction  u,  et  le  plus  grand  des  triangles  isopérim 
est  le  triangle  équilatéral. 

2°^*  Exemple,  De  tous  les  parallélépipèdes   im 
dan»  une  sphère,  quel  est  le  plus  grand? 


QUINZIÈME    LEÇOlf.  l3p 

Solution.  Tous  les  parallélépipèdes  inscrits  sont  des 
'allélépipèdes  rectangles,-  leur  centre  coïncide  avec  le 
oentre  de  la  sphère,  leur  diagonale  est  le  diamètre  D 
de  la  sphère,  et  en  désignant  par  Xjjr  deux  des  côtés, 

le  troisième  z  =  V^D*  —  x* — j^.  Cela  posé,  le  volume* 
du  parallélépipède  sera 

u  =  xxz=zxy  i/d»  —  X»  — /» , 

da  y J?*r 


dx  J/D»— jr* y^ 

=  -^    (D*  —  ax»  —  r») , 

—  =  (D»  — gy»— j?»); 


D 
I>^ — 2x* — ^r»=o,  D» — ar»— x»=o%  a?=^î=«  =  --^. 

I^^  plus,  lies  valeurs  correspondantes  de  j-^ ,  -r—r- ,  -^-^ 
s  o3)tiendront  facilement  en  ayant  égard  aux  équations 


d 


D*  — 2x» — /*  =0,     D*  —  îy»  — «»=  o, 
c^  1  on  trouvera 

donc 

A^Mr/      €(r»  ite»  ""  5         3   ■"       3    "^^^ 

^  parallélépipède  maximum  sera  donc  le  cube  qui  a  pour 
côté-?- 
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3'°'  Application.   Soit  F(^)  une  fonction  entière 
réelle  de  z^  si  Ton  pose  z  =  x+y\/ — i,  on  aura 

f(j:+  xV^—^)  =R(cosT+ j/^^sinT), 
y{x—  X  l/^^)  =  R(casT— V/'^sîiiT), 

R»  =  y{x  +  yV^^)  f(x—  r»/^. 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  prouver  que  si  le  module R 

met  pour  z  =x  +  j^\/^— ï  une  valeur  minimum ,  ci 
valeur  minimum  sera  nécessairement  nulle.  En  effet,  i 

F^'*j(ar  ±  jr  V/ — I  )  la  première  des  dérivées  qui  ne  s'é 

nouisse  pas  pour  z=x  +  J"  V---ï>  de  sorte  que  l'on  i 

r(a:±:/V^C:7)  =  o,    F''(x±:rV/'^=o..., 

F(— o(a:±jrV<i:T)  =  o,        ♦. 

1  équation  connue 

donnera ,  en  y  faisant 

rf«.R*=  rf«[F(j:+jrV/:Z7)F(x— rl/^)] 

==  F(«)(x+jV/^)F(:r  — jV<^^^+ ^jV^ 
+F(;r+ji/^)F(")(a:— r  V<^)  {dx—dfi/^ 

d'où  Ton  tire ,  en  posant 

X  +  x\/^  =  r(co8  r+  V/^  sinO» 
lir  -f-£/^l/d7  =  p  (cos  r+  y/^ — ^^1  sin  t), 

F  ^)(x±:x  V<II7)=R,(cosT,  +  \/^  sin  T,), 
d\K*  =  aRRnf»  cos( T,  —T  +/tr); 

or,  si  la  v^euf  minimum  de  R  ou  de  R*  n'éuitpas  nu 
rf".R*  changerait  évidemment  de  signe  dans  le  cas  où  1 


QUINZIÈME    LEÇON.  l4l 

donnerait  à  T,  et  par  suite  à  dx  et  dj,  certaines  valeurs, 

par  exemple  si  Ton  changeait  r  en  r  H tt  ,  et  par 

conséquent  la  valeur  de  R  dont  il  est  question  ne  pour- 
^^it,  pas  être  une  valeur  minimum. 

On  démontre  facilement ,  à  Taide  de  ce  qui  précède , 
^e  toute  équation  entière 

^  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles  ou  imaginaires.  En  effet,  le  module 
R  <|ui,  en  désignant  par  p,,  j&i,. . .  jOm  les  modules  des 
coefficients  A, ,  Â|,  Â,,. . .  A„,  est  toujours  plus  grand 


plus  petit  que 


it  par  croître  indéfiniment  avec  rou  avec  jTyj'.  Cela 
posé,  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  le  module  R 
pour  des  valeurs  finies  de  a:  et  dey,  il  en  est  nécessaire- 
txient  une  plus  petite  que  toutes  les  autres  :  or  cette  valeur 
minimum  est  nécessairement  o ,  comme  on  vient  de  le 
prouver;  il  existe  donc  une  ou  plusieurs  valeurs  de  z  de  la 

torme  z  =  a  +  6  V/— x ,  propres  à  .vérifier  Téquation 
R  =  o  et  par  conséquent  F  (a:)  =  o. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  les  conditions  néces* 
maires  pour  qu'une  fonction  u,  d'un  nombre  quelconque 
^e  variables  indépendantes;  admette  un  maximum  ott 
1^11  minimum,  dans  le  Calcul  différentiel  de  M.  Cauchy, 
il**  leçon.  • 
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SEIZIEME  LEÇON. 


Siiiie  des    applications    analytiques. 


DEUXIÈME  APPLICATION.  Moxùna  et  mùiùna  desfonctU 
de  plusieurs  variables,  liées  entre  elles  par  plusie 
équations. 

78.  Si  les  n  variables  x,  y,  jb,  . . .  au  lieu  d'être  in< 
pendantes ,  comme  on  Ta  supposé  jusqu'ici ,  étaient  li 
entre  elles  par  m  équations  j^=o,  tv=o... ,  pour  déda 
de  la  méthode  indiquée  les  maxima  et  les  minima  de 
fonction  m = F  (x ,  j^ ,  z, . . .),  il  faudrait  commencer  par  i 
miner  de  cette  fonction  m  variables  différentes  à  l'ai 
des  m  équations  données  ^  après  cette  élimination  les  ^ 
riables  qui  resteraient ,  au  nombre  de  n  —  m ,  devraii 
être  considérées  comme  indépendantes ,  et  l'on  égalera 
comme  ci-dessus ^  du  koy  ou  k  l'infini ,  etc.  Mais  la  i 
cherche  des  maxima  et  des  minima  peut ,  dans  ce  es 
être  beaucoup  simplifiée. 

ïji  effet ,  différentions  la  fonction  u  en  y  conserva 
toutes  les  variables  données  x,  jy,  z^,..,YéqasLÛoïï  du^ 
deviendra 

du  du  du 

et  renfermera  les  n  différentielles  dx ,   dy^   dz. . .  do 
n — m  seulement  sont  réellement  indépendantes,   i 
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m  autres  pouvant  être  exprimées  à  Taide  des  m  équations 


W 


\  da  _.,  -., 

I  3-io^+:j-«r  +  T7:  "*•  •  •  ^=  o,...  etc. 


dv  dv 

-r-  dx-\ — r-  d!r^ — -  dz, . ,  =o, 
dœ  dy    -^    ^    dz  ' 

dw  dw  dw 


Cela  posé,  Téquation  du  =  o  devant  être  vérifiée  dans  le 
cas  du  maximum  ou  du  minimum ,  quelles  que  soient  les 
différentielles  des  variables  indépendantes ,  il  est  clair  que 
si  Ton  élimine  de  cette  équation  uii  nombre  m  de  diffé- 
rentielles à  Taide  des  formules  (a),  les  coefiicients  des 
'n — /i  différentielles  restantes  devront  être  séparément 
égalés  à  o.  Or,  pour  effectuer  l'élimination ,  il  suffit  d'a- 
jouter à  Téquation  du-=o  chacune  des  équations  du  =  o, 
rfw=  0,...  multipliée  par  un  facteur  indéterminé  —  X, 
•"/»,..,  et  de  choisir  ces  facteurs  de  manière  à  faire  dispa- 
fiitre  dans  Féquation  résultante  les  coefficients  de  m  dif- 
férentielles successives  ^   comme  d'ailleurs  l'équation  ré- 
'^tante  sera  de  la  forme 


'^  dv  dw  \    , 


+ 


(du  dç  dw       \  _ 


et  comme,  après  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m 
différentielles,  il  faudra  égaler  encore  à  o  ceux  des  diffé- 
rentielles restantes,  il  est  permis  de  conclure  que  les  va- 
leurs de  X,  fA,  V . . .  tirées  de  quelques-imes  des  formules 


du  dç  dw 

dx  dx  dx       "  '  ' 

du  dnf  dw 


^^nt  JMitisfaire  à  toutes  les  autres  \  par  cons^Quent  les 


TTl» 
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valeurs  de  j: ,  j' ,  Zy,..   propres  à  vérifier  les  équation 
/iu  =  o ,  ^(^  =  o , . . .  ou  propres  à  douner  des  maxima. 
des  miuima,  devront  satisfaire  aux  équations  de  conditic 
que  fournit  Télimination  des  indéterminées^,  f^»  v*   - 

entre  les  formules  -; X  -7- ...  =^0 ,  etc.  Le  nombre   < 

ax  dx 

ces  équations  de  condition  sera  n — m;  en  les  réunissai 
aux  m  équations  (^  =  o,  w  =  o , .  •  •  on  obtiendra  en  XxyàX, 
équations  dont  on  déduira,  pour  les  variables  x^y^z^  pi  < 
sieurs  systèmes  de  valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouveroi 
ceux  qui  pourront  rendre  maxima  ou  minima  la  fonctics 
donnée   i/  =  F  {x^y^  ^...). 

Nota.  Les  équations  de  condition  produites  par  Tel 
mination  de  X ,  |!x ,  v . . .  resteront  les  mêmes  quand  C3 
échangera  entre  elles,  d'une  manière  quelconque,  les  fo; 
tions  u,  P*,  IV...,  ou  jypand  on  remplacera  ces  fonctions 
les  suivantes  u  —  a ,  v —  J,  w — c. . . ,  de  sorte  que  la 
thode  précédente  donnera  toutes  les  valeurs  propres 
rendre  maximum  ou  minimum  non-^seulement  la  fo; 
tiqpL  u'y  mais  les  fonctions  (^,  iv, ...^  u  —  a,  u —  ^ 
tv  —  c. . .  Si  les  variables  sont  liées  entre  eUes  par  \»jm 
seule  équation  (^  =  o ,  les  équations  à  Taide  desqueLS 
on  pourra  éliminer  X  deviendront 

du  dç da  dv  du  dv 

dx  dx         ^    df  dy  ^  dz  dz 

On  en  conclut ,  par  Télimination  de  A, 

du       du       du 

dx       dy       dz 

33  _:L  ^^^ ss  etc. 

dv.        dv        dç 
dx       dy       dz 

Cette  dernière  formule  équivaut  k  n  —  i  équations 
tinctes  qui,  réunies  à  Téquation  f^  =  o,  détermineront 
valeurs  cherchées  de  a:,  j^,  z. 
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79. 1  ^^  Exemple,  a,  i ,  Cj,..r^  étant  des  constantes ,  on 
demande  le  maximum  de  la  fonction  u=^ax+by+cz  + . . . 
en  supposant  les  variables  assujéties  à  vérifier  Téquation 

tf  =  X*  +  X*  +  z*  +...  —  r»=  o. 
On  aura 

du  du       ,     du  dv  du  dp 

dx  dy         ^  dz         ^       dx  ^  dy         -^  ^  âz 

et  par  suite 


a b c      ûJ>-f-é'/+c2H-... u ,    \/a^+b^+c^+.,. 

donc 

tt  l/fl*+^»  +  0»+...  .  .   y j ; 

—  =  - -î- -î- — -^— ,    a  =  ±: r \/a»  +  ^»  +  c»  +... 

A*  /• 

On  montrerait  que  de  ces  valeurs  de  m,  Tune  est  un 
ixiaximum  et  Tautre  un  minimum ,  en  remarquant  que 
l'on  a 

a*<(a»+^»+c»...)r», 
<îcî  qui  exige  que  des  deux  valeurs 

1  ^  une  soit  maximum  et  Tautrè  minimum. 

2™^  Exemple,  On  demande  le  minimum  de  la  fonction 

^ïi  supposant  que  les  variables x,  y^  z,  soient  liées  entre 
^lles  par  Téquation 

flx  +  A»/  +  cz  H-  . . .  —  A  =  o. 
T.  I.  lo 


\ 


■  I    "1^ 


1 
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On  aura  encore 

abc  k         .   V/^fl*+6»+c»... 


u 


V^  û'-f^'-f^H 


et  Ton  montrerait  que  cette  valeur  est  un  minimum 
Si  les  variables  x,  j",  «. . .  se  réduisent  à  trois,  et 

signent  des  coordonnées  rectangulaires ,  la  valeur  de 
représentera  la  plus  courte  distance  de  Torigine  à 
plan  fixe. 

3"*^  Exemple,  On  cherche  le  maximum  de  la  fonc 

les  variables  Xjj^  z ,  étant  assujéties  à  vérifier  Féqual 

u  =ax^  bjr^cz^,  , .  —  iJ  =  o. 

On  aura 

du  «-.     -   .       P  du       a  du       r 

—  =  pxP    'y9z'=^u,      _  =  !«       —  =  -«.. 
dx  X  dy      y  dz       z 

dç  dv        ,       dv 


et  par  suite 


k 


ax       hy       cz       '"                  k  a'  p-{~q  ^r. 
q                k                    r  k 


On  a  encore 


du       pdx       qdy       rdz 

T7  ^^"rr'^ : — r 


•  • 


et  puisque  les  valeurs  précédentes  de  j:,  j',  z , . . .  i 
dent  du  constamment  nul,  et  //'u  constamment  négi 
elles  fourniront  un  maximum  de  la  fonction  u. 
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^"^  Exemple,  On  demande  les  demi-axes  d'une  ellipse 

ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  représentée 

par  r équation 

P  =  Ajt*  +  Bxy  +  Or  »  —  K  =  o . 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  la  fonctionr=  u  =  yoT+y*^  ou  du  rayon  vec- 
teur mené  de  Torigine  à  la  courbe.  Cela  posé ,  comme 
on  a 

du       X     du       y     du  .       .   «        ^^  « 

^  =  F'  Ty=r^  ^  =  ^^-»-»-'''  ;5;  =  -Cr  +  B*. 

et  par  suite 

!iAx-|-Br~2Cr+ftr~x(3tAx-f-B7)-|-r{2Çr+B^)"'2K  • 

aK  „r  2K       ^        x  f7.lL        ,\  f^lL         \ 

__.A=Bj.--.C=B-,(--.AJ(_-.c)=B.;' 

les  deux  racines   de  cette  équation  seront  les  carrés  des 
deux  demi-axes  qui  seront  tous  deu^  réels  si  AK  >  o , 
-B"  —  4AC<;o,    mais   dont   l'un  sera    imaginaire,    si 
B*  —  4AC  >  o.      ' 

Troisième  application.  Dév^eloppement  des  fonctions 
de  plusieurs  variables.  Extension  du  théorème  de 
Tajlor  à  ces  mêmes  fonctions, 

80.  Soit 

a=F(4?,  X,  2,...) 

"Une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Don- 
Dons  à  j:  ,  j^,  -« ,  les  accroissements 

Aj:  r=  êidx ,   ^y  ~=  ttdy ,   Az  =  «dz, , , 

Posons  de  plu$ 

T(4^+HMir,^-H/(r ,  7^\^dz^ . .  .)=/(«).  d*où F(x,  .>■ ,  z, . . .)=/(o); 

10.  . 


■       I  ^"  ■   W*'     ■ 


?'■  •  ^« 


i48 


CALCUL    DIFFÉR^TIEL. 


nous  aurons 


=  -/'{o)+— r(o)...+ 


1 .2.3*«*ll 


/•(«•>  • 


Mais  comme  nous  l'avons  vu 


/•(0a)  =/•  (o)  +  I  =  rf-a  +  I, 

I  s'évanouîssant  avec  a  ou  avec  Ax,  Ajr,  Az ,  on  aa 
donc 


m 
F(jr  +  ilr,  j  H- A/,  z  +  Az. .  .)=:a +  «£/aH rf»«<. . 

I  •  2 

H ^ — .d'^'u-\ — \ — {d'^u+m:  y 

i.a...(/i  — i)  i.x3.../i^ 

Si  nous  remarquons  que 

du  ,      ,    du  ,     ,    du  , 
du=:  -j-dx  +  -r-û[r  +  -T-«»+etc., 
dx  dy  dz 

d*u  d*u  d*u  d*u 

d*u  =  —  da:^  +  —  dy^  +  —  dz*+...+  ^-^^dxdjr 


dx* 


d^u     ,    , 
^-: — j-  dxdz  +  etc. 
dxdz 


il  viendra 

_/  N  du  du  du 

F(j?+Aar,  r+Ar>  «4-A«...)=  a+  — -  Aor -f- -7- Ar+ -— 

oi^  oj^  rf» 

I     rf*a      ,    ,       I     d^u       ,    ,      I     d^u 


1 .2  d!r* 


1 . 9.  rfr' 


\  .'^  dz^ 


\         d*u  ,  , 

2  -: — r-  Aj:A^  -f-  etc.  + 


1 .2     dxdjr 


l«2.3...  /7 


(<f«+I). 


Si  le  terme  ou  le  reste 


1 .2.3. ../i 


/''(Oa)  décroît  indéfini- 


ment à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera,  par 
exemple,  si  /  "  (Oa)^  qui  est  ce  que  devient  d'*u  quand  on 


I . 


SEIZIÈME    LEÇOA.  l49 

conserve  toujours  une  valeur  finiç,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  Téquation  précédente  sera  conver- 
gente ,  et  l'on  aura 


% 


,        flt^     .,  du         du         du  I    d^u 

i.a.3  dx         dy         dz  i.aor* 

i     d*u  i     d^u  .2     d*u 

Si   dans  cette  dernière  équation  on  fait  a  =  i ,  on  aura 

0/  .  ,         .     .       \  .   du   ^  d*u    ,     d^u 

tr {^^dx,  X  +  dxy  z  +  £fe,...)  =  tt+  — +  — -+7-— ^+... 

I  1.2  I,2.0 

Celle  équation  et  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  x , 
X^  -c ,...  par  zéro,  dXy  dy^  dz^...  par  x^jr,  z,..*.  four- 
ni issent  le  moyen  d'étendre  les  théorèmes  de  Taylor  et  de 
^laclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S"*îl  arrive  que  pour  certaines  valeurs  de  x,  J^,  z,  les 
^iflîéreiltielles  du^  d*u.. , .  d'*''^u  s'évanouissent  toutes, 
^ix  aura 

*^  ("«^H-AXjy  4-  A/,  H-Az)— F(a:,  y,  z)  =  àu= (d^u^l). 

Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
et  des  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 


■  PI'  *l  Ji 
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DIX-SEPTIEME  LEÇON. 


Caractère  général  de  la  conrergence  des  séries.  —  Limite  des  restes 
des  erreurs  qae  Ton  commet  en  s^arrètant  à  un  terme  quelconque 
ces  séries. 


81.  M.  Cauchy  a  été  assez  heureux,  dans  ces 
années ,  pour  démontrer  un  théorème  vraiment  remaixpu 
ble  qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  convergen 
des  séries  fournies  par  le  développement  des  fonctio 
explicites,  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence 
la  loi  de  continuité  des  fonctions.  Je  vais  donner  une  id 
de  ces  importantes  recherches,  après  avoir  rappelé 
propriété  remarquable  des  racines  de  Timité ,  ou  des 
cines  de  Téquatiou  x"  =  i ,  et  établi  quelques  lemm 
fondamentaux  faciles  à  déduire  des  premiers  principes 
calcul  différentiel. 

Comme  on  Ta  vu,  toutes  les  racines  de  Tunité  se 
renfermées  dans  la  formule 


({i))"=:  ces  — ^±  \/ — I  sin 


ait< 


n 


n 


a«r 


Posons,  pour  abréger,  6=  a"  ,  et  nommons  m, 

deux  quantités  entières  positives  ou  niégatives ,   mais  te 
lement  cnoisies,  que  la  différence  rri —  m  ne  soit  pas 
visible  par.n  ;  les  expressions 


'xmn 


h'^zzzc 


»/~ 


am'i 


^'  =  e 


—  1 
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seix>iit  deux  racines  w*'"^'  de  l'unité ,  distinctes  Tune  de 
Taiitre,  puisque  la  différence 


e   " 


x/- 


'ïe  peut  s'évanouir  qu'autant  que  • est  un  nombre 

^i^^îer.  n  en  résulte,  i**  que  ces  deux  expressions  seront 
cer^tainement  deux  racines  /i****"  de  l'unité,  distinctes 
*  ^^-*iede  l'autre,  si  la  différence  m  —  ni  est  inférieure  à 
^\  2**  que  pour  obtenir  toutes  les  racines  de  l'unité  du 
^^gré  n,  il  suffit  de  prendre  n  termes  consécutifs  de  la 
Progression  géométrique , 

fl~S  «-%  6-»,   i,6«,  0%  e^etc., • 

^Indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple, 
les  termes  i,  0,  6%  6^. . .  ô"-'. 

Corollaire  i*"".  La  somme  S  des  m'^"^'  puissances  des 
^*  racines  de  l'imité  est  égale  à  o ,  excepté  lorsque  le  nom- 
bre m  est  un  multiple  de  n ,  et  dans  ce  cas ,  la  sonune  S 
est  égale  à  n. 

En  effet,  la  somme  de  ces  m'^'"'  puissances  sera  tou- 
jours égale  à 

^r  le  Amérateur  étant  nécessairement  égal  à  o,  la  somme 
S  s'évanouira  toujours,  à  moins  que  le  dénominateur  ne 
soit  nul  lui-même,  ce  qui  n'arrivera  qu'autant  que  m 
sera  de  la  forme  mn  ;  et  comme  dans  ce  cas  la  véritable 

valeur  de  Ja  traction  -; est  —  =  /i ,  on  aura  o  =.  n. 

U  importe  peu  d'ailleurs  que  m  soit  positif  du  négatif*,  et 
en  effet,  une  puissance  négative  de  (/  peut  toujours  être 
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remplacée  par  une  puissance  positive,  car  on  a  0"^ 

et  en  désignant  par  m'n  le  multiple  de  n  le  plus  voisin 

• 

82.  Lemme.  Soit x  =  re^^^  une  variable  imag 
dont  r  soit  le  module ,  et  t  Targument  \  soit  encore 
^une  fonction  de  ]a  variable  x  qui  reste  finie  et  con 
ainsi  que  sa  dérivée  f'ipc)^  pour  des  valeurs  du  mo< 
comprises  entre  certaines  limites  r  •=:rQ,^  r  ==  R  ; 
nommons  n  un  nombre  entier  susceptible  de  croit 

définiment,  et  prenons  6  =  e"  ,6  représentei 

racine  primitive  de  Téquation  x"  =  i  *,  dès-lors, 
attribuant  à  r  Tune  quelcopque  des  valeiu*s  compris 
tre  les  limites  /q,  B,  on  pose 

n 

M  s'évanouira  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , 
conséquent  la  moyenne  arithmétique  entre  les  di 
valeurs  du  produit  (^f\6^r)  correspondantes  aux  v 
o,  I,  2, . . .  (n —  i),  du  nombre  m,  se  réduira  ser 
meut  à  o. 

Démonstration.  Si  Ton  appelle  h  un  accroissemc 
tribué  à  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  dai^l 
sinage  de  laquelle  la  fonction  f(x)  et  sa  dérivée  , 
restent  finies  et  continues  y  ou  aura 

/{x+  A)-/(x)  =  A  [/'(x)  +  I], 

I  devant  s'évanouir  avec  h.  En  faisant  tour  à  tour 
cette  équation, 
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4r+A  =  6»r,     xzizOry     h=r${9 — i)...  etc., 

# 
i  trouvera 

J-(er)  _/(r)=(0_i)r[/'(r)  +  I.], 

Les  quantités  I. ,  If , . . .  I„  devant  s'évanouir  avec  6 —  i , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec-,  puisque,  en  vertu  de 


?it/r 


l'écpiation  6  =:e"  ,  6  ne  sera  égal  â  l'unité  que  quand 

nsera  égal  à  l'infini ,  ou  -  à  o. 

n 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  désignant  par  I^  la 
nwyenne  arithmétique    '        *   L..i!-i: ?, moyenne  qui 

devra  évidemment  s'évanouir  elle-même  avec  - ,  on  trou- 

n 

vera 

y:^  

6-=,,    /(6v)=/(r),     /(6-r)  ~/(r)  =  o, 

"■*-  —  —  —  1^, 

n 

^  Iq  s'évanouit  quand  n  est  infini ,  donc,  etc. 
^*S.  Corollaire  i*"".  La  moyenne 

n 
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est  la  dérivée  de  cette  autre  quantité 

•  n 

donc,  si  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  la  première 
moyenne  ou  la  dérivée  est  sensiblement  nulle,  la  seconde, 
ou  la  quantité  elle-même,  sera  sensiblement  constante, 
car  il  n'y  a  qu'une  quantité  constante  qui  puisse  avoir  une 
dérivée  nulle.  Si  donc  on  pose 

on  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  w 

F(R)  =  F(/-o). 

/^  (r)  n'est  autre  chose  que  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  f(x)  qui  corres- 
pondent à  un  même  module  rde  la  variable  x,  et  à  des 

valeurs  de  -  représentées  par  les  diverses  racines  n**"^'  àc 

l'unité.  La  limite  vers  laquelle  converge  cette  moyenne 
arithmétique  tandis  que  le  nombre  n  croit  indéfiniment  9 
est  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  valeur  moyenne  de  w* 
fonction  f(x)  pour  le  module  donné  r  de  la  variable  X» 
En  admettant  cette  définition ,  on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  :  Si  la  fonction* 
fipc)  et  sa  dérivée  f  \x)  restent  finies  et  continues  po^r 
un  module  r  de  x  renfermé  entre  les  limites  r^ ,  R ,  la  ^^" 
leur  moyenne  de  f{x)  correspondante  au  module  r  sup" 
posé  compris  entre  les  limites  ro?  R-  sera  indépendaï»*' 
de  ce  module. 

Corollaire  2"**.  Si  r^  =  o ,  c'est-à-dire  si  la  fonctî^ 
f{pc)  et  sa  dérivée  y* '(x)  restent  continues  pour  toute»  *^ 
valeurs  de  x  dont  le  module  est  renfermé  entre  les  "^^ 
leurs  o  et  R ,  on  aura  sensiblement  pour  un  sembla-»^^ 
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nodule  et  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n ,  F(r)=zF(p)  ; 
;t  si  F(o)  =  o,  ce  qui  aura  lieu  si  la  fonction  f(x)  s'é- 
yanouissait  avec  a:,  F(r)  =  o. 

84.  THéoRl:ME  I***.  Si  l'on  attribue  à  la  variable  x  un 
module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  une 
des  deux  fonctions  F(,r),  F'(x),  cesse  d'être  finie  et  con- 
liaue ,  ia  fonction  F  (x)  pourra  être  représentée  par  la 

valeur  moyenne  du  produit  F(^),  correspondante 

a  un  module  r  de  2  qui  surpasse  le  module  donné  de  j:, 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X. 

Démonstration.  Posons 

F(z)  désignant  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  cou- 
tinue  avec  sa  dérivée.  F '(z),  pour  un  module  r  de -ï 
compris  entre  les  limites  o  et  R,  La  quantité  jF  (s)  définie 
par  l'équation 

»  évanouira  ainsi  que  f(z)  pour  une  valeur  nulle  de  z  ^ 
et  si ,  en  «posant  pour  abréger 

on  nomme  4>(z),  x(z),   ce  que  devient  F{z)  quand  on 
'ÇUiplace  f{z)  par  ç(z)  ou  par  x  W»  ^^  ^^^^ 

'^  plus ,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  et  poui'  un 


T"  ■  *    «■  ■■  >  '.^i 
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module  r  de  z  inférieur  à  R,  on  aura,  en  vertu  du  de^ 
nier  corollaire,  puisque  ^  (o)  =  o, 

« 

F{r)  =  *(r)  —  X{r)  =  o ,  *(r)  =  X(r)  ; 

d'^autre  part,  si  Ton  suppose  le  module  de  z  supérieur  aa 
module  de  x,  la  fraction  ,  sera    dévcloppable  ca 

série  convei^ente ,  et  l'on  aura 

z  .  . 
=  «(2  — j:)"'*=:i-f-«~'*+25~*«*+elc., 


^  çt  par  suite 

;k  («)  =  — ^ —  F  (x)  =  F  (a:)  (i  +  z""»  «  +  a"*  ^'+  «te.), 

^  l^;  -  *  l^;  L  ^  ^-.  ^  (,^  ^-.  ^  ^-4  +  etc.)  +  etc.  J 

Les  coefficients  de  r~'  x,  r"  x",  etc.,  sont  la  somme  des 
racines  de  Tunité  élevées  chacune  à  la  puissance  —  i  ^ 
ou  à  la  puissance  — ;  2,  — 3,  etc.,  somme  que  nousavoo^ 
prouvé  être  égale  à  o  ^  on  aura  donc 

X(r)  =  F(x), 

et  à  cause  de  Téquatioii     «ï>  (r)  =  X  (r) , 

En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  qui  devient  rigou-^ 
reuse  quand  n  devient  infini ,  la  fonction  F  (x)  pourra 
généralement  être  représentée  par  la  valeur  moyenne  di^ 

produit F  C-^)  correspondante  au  module  r  de  ï^ 

variable  z  -,  pourvu  toutefois,  comme  on  Ta  déjà  supposé 9 
quô  cette  fonction  F  {z)  et  sa  dérivée  F'  {z)  restent  finies 
et  continues  pour  ce  q^odulc  de  z ,  ou  pour  un  module? 
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is  petit.  D'ailleurs  la  fraction  ,  et  par  suite  le 

xiuit f  (z) ,  seront ,  pour  un  module  de  x  înfé- 

ur  au  module  r  de  -2? ,  développables  eh.  séries  con vér- 
ités ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  dex\ 
pourra  donc  en  dire  autant  du  second  membre  de  Fé- 
ition  qui  donne  F(a:),  et  par  conséquent  de  F  (j:). 
ne,  etc. 

Oe  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  la  proposi- 
Q  suivante.  • 

iS.  Théorème  2,^.  Une  fonction  quelconque  réelle  ou 
ïginalre  d'une  variable  réelle  ouimaginaire  xsera  déve- 
tpable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
issances  ascendantes  de  x ,  tant  que  le  module  de  x 
iservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles 
lu*  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie 
continue. 
Ainsi ,  en  particulier ,  puisque  les  fonctions 


CMXy     sino:,     e*,     e^*,     cos(i — x*),  etc., 


leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais 
^tre  finies  et  continues,  elles  seront  toujours  dévelop- 
bles  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
aces  ascendantes  de  x^.au  contraire,  comme  les  fonc- 
es 

m 

1(1 -4-0?),  arctangjTy 

leurs  dérivées  du  premier  ordre  cessent  d'être  fonctions 
ntinues  de  x  au  moment  où  le  module  de  cette  variable 
'Vient  égal  à  l'unité  ;  elles  seront  certainement  dévelop- 
^les  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 


^^]l  IP  ■     >  ^yl 
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sauces  aspeinlantes  de  la  variable  x  j  si  la  valeur  redk 
ou  imaginaire  de  x  offre  un  module  inférieur  à  rimité. 
Ces  séries,  au  contraire,  pourront  deveniretdeviendroDt 
en  effet  divergqptes ,  si  le  module  de  x  surpasse  runité. 
Enfin  9  comme  les  fonctions 


ÏXj 


1 


I 

.X» 


ces -9  etc., 


deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier 
ordre  pour  une  valeur  nulle  de  x,  par  conséquent,  lors^ 
que  le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible ,  elles  iie  se- 
ront jamais  développables  en  séries  convergentes  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

On  sera  peut-être  étonné  de  voir  placer  la  fonction 
arc  tang  x  au  nombre  des  fonctions  qui  deviennent  in- 
finies ou  discontinues  quand  le  module  de  x  devient  égal 
à  I  :  il  est  vrai  que  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  réelle, 
la  fonction  arc  tang  x  ne  cesse  pas  d'être  finie  et  conti' 
nue*,  mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si,  x  devenant  ima^ 
ginaire,  on  suppose,  par  exemple, 

x-=i  A  \/ —  I  . 

Alors,  en  effet,  la  fonction 

(    •/ — N      l(i— *)  — l(i-4-«) 
arc  tang  x  =  arc  tang  (^«  K -—  i  )  =  -^ '-       ^ -', 

2  K— I 

deviendra  évidemment  infinie  et  discontinue  ainsi  que 


dérivée 


,  quand  on  fera 


•  =  I       ou      X  r=  ±  V^—  I . 

Les  fonctions  ci-dessus  jprises  pour  exemple ,  et  Xsox^ 
dérivées  du  premier  ordre ,  deviennent  toujours  înfinî^ 
ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  àet  1^ 
variable  indépendante  :  si  l'on  était  assuré  qu'il  en  f^^ 
toujours  ainsi ,  on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé*  ^^ 
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r  de  parler  de  la  foiictiou  dérivée,  mais  on  n'a 

cet  égard  une  certitude  suffisante. 

i  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  d'autant 

larquable ,  qu'on  peut  même  en  déduire  et  la  se- 

[aclaurin ,  et  le  reste  de  cette  série. 

avons  vu,  en  effet,  que  la  fonction  F(x)  pourra 

éralement  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

« —  F  (z)  ;  or  on  a 


i-FW  =F{z)+^F(*)H.f|F(z)-Hetc. 


ans  le  développement  de  F  (x)  le  terme  constant 

!  réduire  à  la  valeur  moyenne  de  F  (z) ,  ou ,  en 

L  lemme  fondamental,  à  F(o),  puisque, -par  hy- 

,  la  fonction  F  (z)  est  continue  entre  les  limites 

De  même ,  le  coefficient  de  x  sera  égal  à  la  va- 

j  F(i)  •         •     • 

»yemie  du  rapport  — ^-^,  ou,  ce  qui  revient  au 

Y(z)  —  ¥(o)  I        1 

au  rapport  -^-^ ^-^,  car  la  valeur  moyenne 

z 

F(o)r-'(i  +ô-'+e-'  +  «  etc.) 

Antité  — ^  est  nuUe ,  en  vertu  des  propriétés  des 

z 

de  l'unité.  D'ailleurs  la  valeur  moyenne  du  rap- 

^,  est  égale  à  la  valeur  F'(o)  qu'il  prend 

z 

»n  y  fait  z  =  o.  On  montrerait  de  la  même  ma- 
ie le  coefficient  de  j:*,  valeur  moyenne  du  rapport 

ce  qui  revient  au  même,  n^  81 ,  corollaire  i'*^, 

lort 

F(.)~F(o)~»F^(o) 
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F  "  (o) 
est  égale  à  — ^' ,  et  l'on  trouvera  définitivement 

I  •  3 

F  (z)  =  F  (o)  +  ^  F  (o)  +  ^  JF''(o)+ete.; 

I  I  «2 

Quant  au  reste  qui  devra  compléter  cette  série ,  réduite 
à  ses  n  premiers  termes,  on  le  déterminera  facilement 
comme  il  suit  :  en  effet ,  puisqu'on  aura 

7*""  "*"?=^  "*■  zf^'{z—xy 


et  par  suite 

il  est  clair  que   le   reste  dont  il  s'agit  sera  la  valeor 

M  II 

moyenne  du  produit  tji^tt \^Wr  considéré  comin^ 

fonction  de  z ,  pour  un  module  r  de  z  supérieur  aU  ma* 
dule  donné  de  x.  Donc  si  l'on  nomme  Jt  le  plus  grand 
des  modules  de  F  (z)  correspondants  au  module  ràeZt 
et  p  le  module  attribué  à  la  variable  Xy  le  reste  delà  série 
de  Maclaurin  aura  pour  module  un  nombre  inférieur  ati 

produit    ^_  .   ^  -r  R ,   et  par  conséquent  inférieur  ^^ 

reste  de  la  progression  géométrique  que  l'on  obtient  en 
développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x^  1^ 

rR 
rapport . 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire ,  on  obtient  la  pro- 
position suivante  : 

87.  Théorème  4*'«  La  fonction  F(j:)  sera  développais*^ 
par  la  formule  de  Maclaurin  en  une  série  convergert*^ 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  si  le  ja%^^ 
dule  de^la  variable  réelle  ou  imaginaire  x  conserve  iiH^ 
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valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse 
(l'être  finie  et  continue.  Soit  r  cette  dernière  valeur ,  ou 
une  valeur  plus  petite,  p  le  module  de  x^  ^et  R  le  mo- 
dule maximum  de  F  (x) ,  les  modules  du  terme  général  et 
du  reste  de  la  série  de  Maclaurin  ^  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 

rR 

progression  géométrique  qui  a  pour  somme ,  et  dont 

u  ^'^^ 

le  reste  est 


(r — p)  \rj       r  —  p 

Les  principes  ci-dessus  exposés,  et  les  divers  théorèmes 
que  nous  venons  d'établir,  peuvent  être  immédiatement 
étendus  et  appliqués  à  des  fonctions  de  plusieurs  variables; 
on  arriverait  ainsi ,  par  exemple ,  au  théorème  suivant. 

Théorème  5^.  Soient  x,  y,  ^,...  plusieurs  variables, 
réeDes  ou  imaginaires,  la  fonction  F(jc^yy  z...)  sera  dé- 
Teloppable  par  la  formule  de  Maclaurin,  étendue  au 
cas  de  plusieurs  variables ,  en  une  série  convergente  or* 
donnée  suivant- les  puissances  ascendantes  de  or,  ^  z... , 
si  les  modules  de  ces  variables  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à  celles  pour  lesquelles  la  fonction  reste  finie 
et  continue.  Soient  r,  r',  r"...,  ces  dernières  valeurs  ou 
des  valeurs  plus  petites ,  R  le  plus  grand  des  modules  de 
F(x,^,  z.,.)  correspondants  au  module  r  de  x,  au  mo- 
dule r^  de  j",  au  module  /  de  z,  p,  p\  p", ...  les  modules  de 
X,  j,  z...  ;  les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  en  question,  seront  respectivement  inférieurs  aux 
inodules  du  terme  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a 
pour  somme  le  produit 

.\  r  /  /^ 

:.   ^TIT^V— p'-r"— p" 


T.  î.  II 
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Développement  des  fonctions  implieites.  —  Série  de  Lagrange. 


88.  Les  principes  établis  dans  la  leçon  précédente  penvent 
être  appliqués  au  développement  des  fonctions  implicites, 
par  exemple  de  celles  qui  représentent  les  racines  des 
équations  algébriques  ou  transcendantes.  Alors  la  loi  de 
convergence  se  réduit  encore  à  la  loi  de  continuité.  Con- 
cevons pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  de  développer  la 
plus  petite  racine  de  l'équation 

dans  laquelle  f^y)  est  une  fonction  explicite  et  doiùiée  de  y 
qui  ne  renferme  point  x ,  et  qui  ne  devient  ni  nuUe,  ni  in- 
finie pour  y  =o .  Parmi  les  racines  de  cette  équation  il  en 
.existe  évidemment  une  cpii  s'évanouit  en  même  temps  que 
X,  et  qui ,  si  l'on  fait  croître  x  par  degrés  insensibles,  va- 
riera elle-même  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à  Jf,  en  restant  toujours  fonction  continue  de  x, 
judcpi'à  ce  que  cette  variable  acquière  une  valeur  pour 
laquelle  deux  racines  de  l'équation  y  =  xf{y)  devien- 
nent égales  (*),  pourvu  toutefois  que  dans  l'intervalle,  la 


(*)  On  dit  qu^une  équation  F  (  r)  =  o,  a  m  racines  égales  à  b,  loraqa^on 

a  F  (r)  =  (J^  —  *)"  f  (^)  »  ^(^)  étant  une  fonction  de  y  qui  ne  devient 
ni  nulle,  ni  infinie  pour^  =  h  ;  comme  on  a  d^ailleurs 

réquation  F(r)  =  one  pourra  avoir  m  racines  égales  à  &,  ouF(r)  ne 


DIX-HIJITIÈME    I.EÇOV.  l63 

îur  de  f  (j)  correspondante  à  la  racine  dont  il  s'a- 
,  ne  cesse  pas  d'être  continue.  Donc,   si  la  fonction 
y)  reste  continué  pour  des  valeurs  quelconques  de  x, 
c  des  racines  de  l'équation,  jr  =  j:y (y),  qui  s'évanouit 
c  Xj   sera  développable   en  série   convergente,  sui- 
t  les  puissances  ascendantes  de  x,  pour  tout  module 
cette  variable  inférieur   au  plus    petit    de  ceux  qui 
roduisent  des  racines  égales  dans  l'équation  (i),  en 
.dant  ces  racines  communes  à  cette  équation  et  à  sa  dé- 
ée  prise  par  rapport  à^,  i  =  ^  f(j/)'t  ^*  P^^r  consé- 
mt  poiur  tout  module  de  x  inférieur  au  plus  petit  de 

IX  qui  répondent  aux  équations  simultanées  x  =  jq—^y 

—  =  y(j').    Ainsi,  par  exemple,  la  plus  petite  racine 

l'équation^  =  a: cos jasera  développable  en  série  con- 
rgente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a: 
UT  tout  module  de  x  inférieur  au  plus  petit  de  ceux 

i    répondent  aux  équations  simultanées  x  =— ^  et 
*  cosjr 


lira  être  de  la  forme  (r  —  *>"  f(^)  qu'autant  que  Ton  aura 
F(&)  =  o,    F;(&)  =  o,    F;(&)  =  o...F;— «(4)=:o. 

sorte  que  la  racine  multiple  b  est  nécessaûrtaeiÉt  conmraoe  k  Féqna- 
B  F{r)  =  o ,  et  à  ses  dérivées  jusqu'à  celles  de  Tordre  m —  i  inclusive- 
Bt.  Si  m  =  a,  c^eet-à-dire  si  la  racine  h  est  double ,  elle  devra  vérifier 

fois  les  deux  équations  F(r)  =  o,  F^(^)  =o. 
)e  plus,  si  F  (r)  est  une  fonction  implicttede  x ,  sî,  par  exemple ,  y  est 
arec  x  par  Téquation  j"  =  xf[y)y  on  aura 

Pon  en  conclura  que  si  à  une  certaine  valeur  de  x  correspond  une  racine 
iiblederéquationF(r)=o,  la  valeur  çoriPespondantede/^seray  en  gé- 
rai, infinie  et  discontinue ,  puisque  F^  (*)  =  o ,  et  par  conséquent  r  ne 
ra  plus  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 

nces  ascendantes  et  entières  de  x. 

II...     , 


t;»  •" 
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cosr 

— =-  =1  —  smjr  ou  cot  jr  =  — y  ;  or  on  prouve  que  ce 

plus  petit  module  qui  correspond  à  la  racine  imaginaire 

y  =  1 9 199678...  K — I  de  Téquation  cot^  =— j-, sent 
0,66274^9  et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  deTé^ 
quation  jr  =x  cosj^  sera  développable  en  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r 
pour  tout  module  de  x  inférieui*  au  nombre  0,662742; 
on  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat 
auquel  Laplace  est  parvenu,  par  des  calculs  assez  longs, 
dans  son  Mémoire  sur  la  convergence  de  la  série  que  foiir-^ 
nit  le  développement  du  rayon  vecteur  d'une  planète, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  Texcentricité. 

89.  Pour  développer  cette  plus  petite  raciney,  ou  la  ra-* 
cine  qui  s'évanouit  avec  x ,  et  que  nous  supposerons  être 
une  racine  simple,  appelons-la  j^o,  et  posons 

X  —^f{y)  =  (r  —  Xo)  ç  (r), 

(f(y)  sera  une  fonction  de^  qui,  ainsi  que  J'(y)y  ne  de-^ 
viendra  ni  nulle,  ni  infinie  pour  j^  :^  o.  En  différentian^ 
cette  équation  par  rapport  à  j",  on  trouve 

•  -*/'(/)  =  (r  -  roW{x)+Pir\, 

et  en  divisant  membre  à  membre , 


Hx)      x—^Ax)     x—Xo 

D'ailleurs,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  j",  1^ 

fonction     )   i^  qt^î   ^^  devient  pas  infinie  pour  jr  =  o« 

sera  généralement  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  ptdssances  ascendantes  entières  et. 
positives  dey.  On  aura,  par  exemple, 
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•   ?lr)=Bo+B.7+B.r*  +  etc. 

Ainsi,  en  particulier,  si  (p(j^)  est  une  fonction  entière  de 
j,  et  si  Ton  nomme  b\  b'\  V , . .  les  racines,  supposées 
inégales,  deTéquation  f  (y)  =  o,  on  aui*a  identiquement 

B  désignant  un  coefficient  indépendant  de  y,  et  par  suite 

^  =  3^,+^+e«c.=(r-6')-'+(r-^r'-+- 

Poiir  tout  module  de  j^  inférieur  aux  racines  ft';  i",  etc., 
cli^i.cun  des  termes  du  second  membre  sera  développable 
ecà  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
et  l'*on  aura 

U  faudra  donc  que  le  second  membre  de  Féquation  (2)  soit 
lui-même  développable ,  pour  des  modules  de^  qui  ne  dé- 
passent pas  certaines  limites,  en  une  série  convei^ente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  Or  il  semble  au  premier  abord  que  pour  de 
très  petits  modules  de  x,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
pour  de  très  petits  modules  dey^,  ce  développement  ne 
puisse  s'eflfectuer ,  car  ^i  le  module  de  y^  devient  infé- 
rieur à  celui  de  j^,  et  le  module  de  x  inférieur  à  celui  de 

77— r,  les  deux  fonctions 

j\y) 

-i^_=(^-^.)-.=^-.(,-5)-, 


y 
1 


— I 


y-^Ar) 


=  [r— */{/)]-  =  /-•/ .— 


f{y) 

pourront  être  développées  suivant  les  puissances  asccn- 


I        I  >  HnmVf 
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dantes  de^o  ^^  ^^  ^  et  renfermeront  des  puissances  néga- 
tives de  j^,  on  aura  en  effet,  dans  cette  hypothèse, 

De  plus,  en  désignant  par  les  notations  p^,D^.,  Dj,...  le» 
dérivées  successives  prises  par  rapport  à  y,  on  aura 

'-^/^(■r)_Dr[j— V(r)3-Pir^     ^f,^.. 
y-^ny)~    r-*/(r)         '^^     ^^^^^' 

et  parce  que 


on  aura 


'-^/V)-'     -^/(r) 


r  -^  «/(r)     / 


Enfin  ,  si  Ton  représente  généralement  par  les  notatic^^^ 
Y(o),  DjY(o),  D*Yfoj,  ce  que  deviennent  une  fonction  qui^^' 
conque  Y  de  j^  et  ses  dérivées  quand,  après  la  différentL^' 
tion,  on  y  fait^  =  o,  etsi  Ton  pose  y(j^)  =  Y,  on  tro»^' 
vera  encore ,  en  vertu  de  la  formule  de  Maclaurin , 

* 

Y=Tc„)  +  ■^  D,T(„)  +  -^  D|T(o>  +  etc. , . . . 
Y'=T('„) +-^  D,Y(i,-|-^  d;  T(J)  +  etc..., 

I  I  •  2 

et  par  suite 

T>/^  =  D.  -  =  —  %+—  D',Y(o)  +  etc... 

y  y  y       1.2' 
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i  Ton  a  égard  à  ces  diverses  valeurs  ,  on  verra  que  le 
Kîond  membre  de  l'équation 

^(r)    r—^/ir)    x—Xo' 

enferiiie,  en  apparence  du  moins,  un  nombre  infini 
e  puissances  négatives  de^,  tandis  que  le  développe* 
lent  du  premier  membre  est  une  série  ordonnée  suivant 
îs  puissances  entières  et  positives  de  y.  L'égalité  entre 
es  deux  membres  doit  cependant  subsister,  et  en  le$ 
omparantondoit  obtenir  un  certain  nombre  d'équations 
lus  ou  moins  importantes.  Pour  établir  cette  comparaison 
vec  plus  de  succès ,  faisons  les  deux  remarques  suivantes  : 
^  Puisque  les  modules  de  y^  et  de  x  s'évanouissent  en- 
smble ,  on  pourra ,  en  supposant  le  module  de^o  très  pe- 

it,  concevoir  que  x,  x*...,jr~,  et  par  suite ^^   ' 

oient  développés  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
o  ;  dès  lors  le  second  membre  de  l'équation 

v[x)    r  —  ^f[r)     x—Xo' 

léveloppé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  jr  et  de 
o,  offrira,  il  est  vrai,  des  puissances  positives  et  néga- 
ives  àej^  mais  seulement  des  puissances  positives  de^o, 
t  l'on  voit  immédiatement  que  dans  ce  second  mem- 
re  le  coefficient  d'une  puissance  positive  quelconque jde 
0,  par  exemple  dej^J  ,  sera  la  sonmie  S„  d'une  série  qui 
enfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positives  de  j^, 

vec  les  seules   puissances   négatives      ^^^,  —  ■ .  .  -  qui 

t/  »/         t/ 

reviennent  et  du  développement  àe(j — -j'o)""',  etdes  coef- 
icîentsdex,  x%  x^,.,x"'.  2°  En  vertu  des  principes  établis 

ians  la  leçon  précédente ,  la  fonction  — A-y  sera  dévclop- 
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pable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  pui^ 
sances  ascendantes  de^  etde  j'^,  tant  que  les  modules  de 
y  et  de  j-Q  ne  dépasseront  pas  les  limites  au-delà  desquel- 
les cette  fonction  cesse  d'être  continue ,  et  le  coefficient 
dej^  dans  ce  développement,  déduit  de  la  formule  de 
Maclaurin,  sera  la  sonmie  SI  d'une  série  qui  rentermen 
seulement  des  puissances  entières  et  positives  de  y.  Cda 
posé ,  deux  développements  ordonnés  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d'une  même  variable  j^o,  ne  pou- 
vant être  égaux  qu'autant  qu'il  y  a  égalité  entre  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances,  les  deux  coefficients  de  j"; 
que  nous  avons  désignés  par  S,„,  S,l„  et  qui  représentent 
les  sommes  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  j^,  seront  égaux.  D'où  il  résulte  que  dans  la 
première  de  ces  deux  séries  chacun  des  m-f- 1  premiers  ter- 
mes proportionnels  à  des  puissances  négatives  de  j^  devra 
s'évanouir.  Donc,  en  particulier,  le  terme  proportionnel 

à  —  ^  s'évanouira  dans  la  série  dont  la  somme  S^  sert  de 

coefficient  à  j*?,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  /i/, 
d'où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  proportionnels  à 

—  s'évanouira  elle-même  dans  le  second  membre  de  l'é- 
quation 


^(r)     r  —  ^f{x)      y  —  Xo' 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  Aay  et  de  jo» 
Or,  en  vertu  des  équations  qui  donnent  les  diverses  par- 
ties de  ce  développement,  cette  somme  est 

on  aura  donc 

X» .       x^ 


^o=  ^Y(o)+  -—  D^Y^i)  +  --— -  DjY^ij  -h  etc. 

•  •2  I.2.i3 
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«lie  dernière  formule,  qui  subsiste  tant  que  j^o  ^^  ^a  dé- 
l?ée  relative  à  x  restent  fonctions  continues  de  x,  est 
récisëment  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le  dé- 
eloppement  àj^y^  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
';  formule  qui  est  d'une  extrême  utilité  dans  la  solution 
'un  grand  nombre  de  problèmes  importants.  Si   ion 

galait  à  zéro,  non  plus  le  coefficient  de  —,  mais  ceux  de 

-7,  de — ^,  etc. ,  on  obtiendrait  immédiatement  les  for- 

noies  données  par  Lagrange  pour  le  développemeti(  de 
',  j"*. . .,  çuivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Enfin, 
i  Fon  égalait  les  coefficients  des  puissances  posi  tivesj^,  y  " .  - . 
i  ceux  qui  affectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second 
nembre  de  Téquation 

[ui  donne  le  développement  de     ^^  quand  Féquation 

)(j)  =  o  est  une  équation  entière  dont  les  racines  sont 
U  V^  etc.,  on  obtiendrait  les  valeurs  des  sommes 

iéveloppées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
ières  et  positives  de  x. 

Soit  maintenant  F(jr)  unefonctionqui  ne  devienne  pas 
Qfinie  pour  y  =  o,  après  avcrir  multiplié  par  le  rapport 

— ^  les  deux  membres  de  Féquation 

<r>ix)    x—^/ix)      r— ro' 

on  pourra ,  tant  que  la  fonction  F  (j)  ne  deviendra  pas 
^scontinue ,  développer  le  second  membre  suivant  les 


T'  T^  ■  njt  ^n 
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puissances  ascendantes  de  j*;  et  comme  dans  ce  dévelop" 
pement  le  coefficient  de  —  devra  disparaître ,  on  en  con- 

dura  facilement 

F(r.)  =  F(.)-f-xT(o)F'(r)(.)+^D^[Y*F'(r)]w 

I   «  <a 

On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange 
pour  le  développement  de  F(^o). 

90.  Quand,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée, marche  tracée  récemment  par  M.  Cauchy,  et  seule 
réellement  rigoureuse,  on  a  démontré,  i**  la  possibilité 
et  l'existence  du  développement  d'une  fonction  implicite; 
2**  les  valeurs  entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  ren- 
fermer pour  que  le  développement  subsiste  y  on  peut,  par 
des  méthodes  plus  ou  moins  élégantes,  déterminer  la  valeur 
des  coefficients.  Supposons,  par  exemple,  qu'étant  donnée 
une  fonction  implicite  j^  de  x  déterminée  par  réqualion 

X  =  ^f{x)  +  »  =  ^T  +  z, 
on  demande  de  développer  j*  ou  une  fonction  quelconque 
F(  j-)  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  et  de** 
ou  de  l'une  de  ces  variables,  de  x  par  exemple. Si  l'on  re- 
présente par  a  une  valeur  particulière  de  2:,  par  F(«)9 
DxF(«j,  DiF(fl,,  etc.,  ce  que  deviennent lafonctionF(/)î 
et  ses  dérivées  successives  prises  par  rapport  à  x  quand, 
après  la  difDérentiationi  on  y  donne  à  y  la  valeur  oorres^ 
pondante  à  or = a,  on  aura  nécessairement,  en  vertu  de  ta 
formule  de  Maclaurin , 

F(^)=F(.^+(x— a)D,F(«)+  ^-^f^*DiF(.).4-etc., 

et  cette  série  sera  toujoiu^  convergente  quand  la  diffé- 
rence X  —  fl  sera  une  quantité  très  petite.  Si  x  avait  un^ 
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très  petite  valeur,  on  pourrait  faire  a  =  o  et  Ton  aurait 


X* 


F(^)  =  F^o)  +  ^D,F(o)  +  -—  DiF(,)  +ctc. 

F(o),  D,F  (o),  etc.,  désignent  ce  que  deviennent  la  fonction 
F(j^)et  ses  dérivées,  quand,  après  la  différentiation,  on  y 
donne  à  j^  la  valeur  correspondante  à  x  =  o  :  or  puisque, 
par  hypothèse,  Téquation  proposée  n'est  pas  résolue,  il  se- 
rtit impossible  de  calculerdîrectementlescoefficientsF^oj, 
D,F(o),  DîF(o),  etc.  Pour  les  déterminer,  reprenons  l'é- 
quation ^=:  xY  +  £,  et  difierentionsJa  tour  k  tour  par 
npport  à  X  et  par  rapport  a  z ,  on  trouvera  de  cette  ma- 
nière 

en  éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

D,r  =YD.7, 
et  par  conséquent 

D^(r)>D*r=Yp,F(r).D.r, 

ou 

D,F(7)  =  YD.F(jr). 

Si  dana  opite  dernière  équation  on  pose  F(^)  .=;:  Y",  n. 
étant  un  nombre  entier  9  il  viendra 

D.Y«=YD,Y'; 
on  a  d'ailleurs 

D.[T'D.F(r)}  =  D.F(7) .  D.T"  +  Y-D».  V(x) 

=  TD.F(j).D.T-  +  T«Di.F(r) 

=  D,r(r).D.T«+T»Di.F(r) 

=  D.[T'D,F  (/)]  =  D.[T"+'D.F  (^)  ]  : 

00  aura  dqpc  gënëralement 

P.[Y-D,F(;^)]  =  D,[T»+'D.F(/)1, 

«où,  en  faisant  tour  à  tour  n  =  i,/ï^2,n  =  3,  on 
conclura 

0.[YD.¥{x)]  =  D.[Y'U.¥(y)l 
D,[T'D.F{j')]=  D.[YîD'F(7)] 
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n  sera  facile  maintenant  de  déterminer  les  coefficients 
DxF(o),  DxF(o);...  il  suffira  pour  cela  de  différentier  plu- 
sieurs fois  de  suite ,  par  rapport  i  y^  Téquatioh 

D,F(r)  =  TD.F(r); 
on  trouvera  en  effet  de  cette  manière 

DiF(/)  =  D,[TD.F(r)i-D.[T>D.F(r)], 
DiF(r)  =  D.{D.[T«D.F(r)]}=D,{D,[Y-D.F(/)]} 

=  DUT5D.F(7)]. 

En  différentiant  de  nouveau,  et  répétant  plusieurs  fou 
les  mêmes  transformations,  on  trouverait 

DiF(r)=DÎ  [T4D.F(jr)],....  D;F(^)  =  Dr'[Y-D.F(r)]. 

En  faisant  maintenant  dans  ces  diverses  équations x  =  0, 
et  remarquant,  i®  que  pour  x  =  o  on  a  jr-  =  z  ^  a®  qu'au 
lieu  de  prendre  la  dérivée,  par  rapport  à  z,  d'une  fonction  \ 
de  x  et  de  z,  pour  y  donner  ensuite  ky  une  valeur  pa^ 
ticulière ,  on  peut  donner  d'abord  i  x  cette  valeur  et  dif- 
férentier  ensuite  \  on  aura 

T(.,=/(r)(.)  =/(»),  F(.)  =  F(«),  D,F(,)  =  /(»)D.F(.), 

DiF(.)  =  D.{[/(»)]«D.r(»)}, 
D1F,.)=D.'  {  [/(.)]'D^(«)  } . .,  D;F(.)=D;-  { t/(.)]"D.F(»)}, 

F  (/)  =  F(.)+*/(.)D.F(,)  +  flD.  {[/(«)3*D.F(.)) 

I  •  « 

cette  série  que  Lagrange  a  donnée  dans  les  Mémoires  d^ 
Berlin  de  1770,  comprend  comme  cas  particulier,  celles 
du  n*  89  que  Ton  en  déduirait  en  faisant  z=o  et  F(y)==^ 
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Sorlei  dérÎTéés  d^uDe  ou  de  plusieurs  variables  cousidérées  comme  dé- 
pendantes ,  prises  snccessiTement  par  rapport  à  diverses  Tariables  con- 
lidérées  comme  indépeudantes.  —  Sur  remploi  de  la  différentiation 
poor  l^limination  des  constantes  et  des  fonctions  arbitraires. 


91.  On  a  souvent  besoin  de  coiiiparer  entre  elles  les 
dérivées  d'une  où  de  plusieurs  variables  dépendantes, 
prises  successivement  par  rapport  à  diverses  variables 
considérées  comme  indépendantes  ;  or  cette  comparaison 
]erient  très  facile  à  Taide  des  théorèmes  suivants. 

Théorème  i*''.  Les  dérivées  successives  d'une  même 
ririable  dépendante  u ,  prises  par  rapport  i  ime  certaine 
rariable  s^  conserveront  les  mêmes  valeurs  si  à  cette  va- 
riable on  en  substitue  une  autre  t,  liée  avec  elle  par  Vé^ 
{nation  ;==  j+a,  ou  qui  n'en  difière  que  par  une  quan- 
tité constante. 

Démonstration.  De  l'équation  t  =  5  -4-  a ,  on  tire 


ds 
dt  =  dSm,     —  =  I  • 
'     dt         * 


2t  par  suite 


du duds du      d^u d^u  ds d^u  • 

H^didt'^di'    dF^d^di'^dF *   ' 

Corollaire.  Si  les  dérivées  successives  de  deux  varia- 
'^  i<  et  1^,  prises  par  rapport  à  une  certaine  variable  5, 
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sont  égales  entre  elles,  elles  le  seront  encore  quan^ 
prendra  ces  dérivées  par  rapport  à  deux  variables  t  ^^ 
qui  sont  liées  avec  s  par  les  équations  t=s+a ,  t=5^ 
ou  qui  ne  diflireut  d^  s  que  de  quantités  constantes  a  ^ 
92.  THéoRiatt  a^.  ConMtoiisque  detix  variables  x  ^ 
soient  liées  tour  à  tour  avec  une  troisième  variable 
considérée  comme  variable  indépendante ,  par  les  éqf 
tions 

x  =  v{s)y    r=/W;   ^=F,w,    r=/.W, 

et  que  les  fonctions  F,  f^  Fij  /i,  soient  telles  que,  cL 
le  passage  des  unes  aux  autres ,  les  variables  et  leurs  * 
rivées 


X 


y 


eue       d*x  d'^x 

ds'    IF "5s*' 

djr^       d^  d^ 

^'      ds'      ds* ds»' 

jusqu'à  celles  de  Tordre  n  inclusivemeiftt ,  conserveat 
même  valeur  pour  certaines  valeurs  de  x  et  de  j", 

sorte  que  les  dérivées  de  l'ordre  n+i,  ,        z^, 

au  moins  Tune  d'elles,  changent  de  valeurs  quand 
pasae  des  fonction»  F,/*,  aux  fonctions  Fi  ,y'|  ;  si  Ton  oo 
sidère  une  nouvelle  variable  r  liée  avec  x  et  ^  par  Féqi 
tion  r=  F(Xjjr)^  les  n  premières  dérivées  de  cette  y 
riable ,  prises  par  rapport  à  5 ,  ou  les  quantités 

dr       d*r  d'^r 

ds'      d? d?' 

ne  changeront  pis  de  valeur  dans  le  passage  des  fonctio 
F,  y,  aux  fonctions  Fj,  /J. 

Démonstration»  Puisque  x,  y^  sont  des  fonctÎMis  < 
s ,  oti  aura ,  en  diâercntiant  plusieurs  fois  de  saîle  T 
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dr  __  dFdx        dF  dy 
ds        dx  ds        dy  ds^ 
d*r^  dFd^       dF d^y 
d^^  dx  ds*        dy  ds* 

d*Fdx*  d*F  dxdy        d^F  dy* 

'^dx*  ds*  "^^  dxdy  dsds^  dy*  Us** 

d^r       dFd'^x    .    dF  dy 

—  =: 1 :^— f-  etc. 

dsf^       dx  d^  ^  dy  d^   ^ 

Or,  1^  les  quantités 

àF[x,y)      dF[x,y)      d*F{x,y)      d*F{x,y) 


dx  dy        *  dx*  dxdy 


etc. , 


dépendent  uniquement  de  la  forme  de  la  fonction  F ^ 
mais  nullement  de  F,  y,  Fj ,  /l;  2**  les  dérivées 

dx      dy      d*x      d*y  d^x      d^y 

conservent,  par  hypothèse,  la  même  valeur  quand  on 
pose  des  premières  fonctions  aux  secondes.  Il  en  sent 
<Ionc  encore  de  même  des  dérivées 

dr      d*r  d^r 


ds'     ds*''    '     d^ 


as       as*  asr 

Ajoutons  que  la  dérivée        ^^ ,  donnée  par  Féquation 


€/*+»r       dFd'^*x   .   dFd'^^y 


rfx-+'        dx  d$^'  "^  dy  ds^^  '  ' 

changera  ordinairement  de  valeur  avec     ,  ^^, ,    ,  ^  j 

^n^md  on  passera  des  premières  fonctions  aux^secondes  ; 
ii^nmoins  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains 


mg-m 
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cas,  par  exemple,  si  les  valeurs  particulières  de  x  et  de  jr, 
dont  il  est  question  dans  le  théorème ,  réduisaient  a  o  les 

coefficienu  ^^ ,  i£tlA  des  dérivées  S?,S. 

dx  dx  ds^^^^df^ 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  change- 
rait. La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées 


Bl< 


ds^-^*'       ds^-^^* 


etc. 


93.  Théorème  3®.  Coneevonsmaintenant  queTon  veuille 
prendre,  au  lieu  àe  s,  r=  F(Xjy)  pour  variable  ind^^-* 
pendante ,  les  n  premières  dérivées 


ds 
dr' 

rfr'' 

dh 
dr^' 

d's 

dx 

dr" 

d'x 
dr»' 

dr 

dr' 

dr*  " 

d'y 
dr*' 

ne  changeront  pas  de  valeur  quand  on  passera  des  fon^ 
tions  F,  y  aux  fonctions  Fi,  yj. 

Démonstration.  Si  Ton  considère  s  comme  fonction 
r,  les  variables  x^j,  et  par  suite  /^(x,  j),  deviendroKBt 
des  fonctions  de  fonctions  de  r,  et  en  différentiant  plu:* 
sieurs  fois,  par  rapport  à  r,  Téquation  r  =  F^x^y)^  on 
aura 

'  ""  TsJr' 
_  dFd*s       d^Fds* 
^"'dTdf'  '^'dFdr*' 


^^dFd^s  d'^Fds" 

o  — —  — y      _         •    •  •   "T"     '  _  _  a 

ds  dr**  ds^  dr* 

Or,  comme  nous  Tavons  prouvé,  les  n  premières  déri- 
vées 

dF{x,xf_dr      d^F{x,x)  _  d*r  rf"/* (x, ^) _  jl^ 

ds        ""ds'  ds*        ^  ds*'''*         ds'^       -^ds^ 
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conservent'la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 

F,/aux fonctions  F, ,  y,;  il  en  sera  donc  aussi  de  même 

des  n  dérivées 

ds       d^s         d'*s 

dr'     d?'"'  d^^' 

'iées  aux  premières  par  des  équations  du  premier  degré. 
&  de  plus  on  a  égard  aux  équations 

dx dx  ds       dy      dy  ds 

dr       ds  dr^      dr       ds  dr* 


X dxd^s      d^xds^        d*y dy  d^s      d^y  ds^ 

''^ds  dT^'^ds^  dï^'      dr^  ""  ds  dr^'^dT^  dr^ ' 


d'x      dx  d^s  d'*y      dy  d'^s 

TT"=3-  Tz  -f-  etc. ,     -rr=^-^  -, h  etc., 

dr"       ds  di*  '      £/r«       ds  dr"  ^ 

^n  en  conclura  que  puisque  les  n  premières  dérivées 
dy  d"x       d"y         ds        d^s  d^s 


ris'     ds' ds"'       ds"'       dr'      dr*' dr"' 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F  ,  ^  aux  fonctions  Fi,  ^i ,  il  en  sera  de  même  des  n  dé- 
dx  dy       '  d"x     d"y 

Corollaire  i".  Sans  troubler  l'égalité  qui  existe  de  part 

ffjp  dv  d"x     d"v' 

et  d'autre-entre  les  n  dérivées  -r-,  -^  . . .  - — ,  -7^  qiiand 

ds    ds  ds"     ds"     * 

on  remplace  les  fonctions  F,  /" par  les  fonctions  F,,  y,, 

on. peut  donc  substituer  à  la  variable  s  la  variable  r  liée 

par  une  équation  Unie  quelconque  avec  les  variables  x ,  y^ 

utilement,  après  cette  substitution,  on  ne  pourra  plus  aflfir- 

naer  que  pour  les  valeurs  particulières  dont  il  est  question 

dans  le  premier  théorème,  Tune  au  moins  des  deux  déri- 

d"'^^x  d"^^Y 
vées        ■  ^ ,  ^  n+i  change  de  valeur  quand  on  passe  des 

premières  fonctions  aux  secondes. 

T.  I.  la 
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94.|tJen  n'empêche,  dans  les  théorèmes  qui  précèdent 
de  supposer  r  =  a: ,  alors  des  dérivées  —,  -^  , . . .  -7—  1 
première  se  réduit  à  Punité,  les  suivantes  à  o,  tandis  qu 
les  expressions  -^,  j~r>*"TT»  deviennent  les  dérivée 

y\  j^",...  J^^"^de  j^,  prises  par  rapport  à  x\  on  peut  dès  lor 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  4"*-  Si  pour  certaines  valeurs  particulière 
(le  X  et  de  y^  les  n  premières  dérivées 

dx       dy  d'^x       d^jr 

ds'     d7'"'    dF'     dF' 

de  deux  variables  Jtr,  j^,  liées  tour  à  tour  avec  une  troi- 
sième variable  s  par  les  équations 

ou,  oe  qui  revient  au  même*,  liées  tour  à  tour  entre  elle 
par  les  deux  équations 

<p(^»r)  =  o,     (P,(j:, /)  =  b, 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonction: 
F,  f  aux  fonctions  F, ,  y* , ,  ou  de  la  fonction  y  à  la  fone 
tion  (pg ,  il  en  sera  encore  de  même  des  n  premières  déri- 
vées j^',j^",.  .  .  j^^"^  de  y  prises  par  rapport  à  x,  et  pa 
conséquent  des  diflerentielles  rfy,  rf*j^, . . .  d^j,  Ajouton 
que  dans  le  passage  de  F,  y,  à  F» ,  y*,,  la  dérivée  ou  la  di- 
férentiellc  de  Tordre  /i+  i  et  les  suivantes,  prendron 
ordinairement  des  valeurs  nouvelles;  néanmoins,  leçon 
traire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

95.  Si ,  en  considérant  toujours  r  comme  variable  ixti 
dépendante,  on  désigne  par  f,  ci,  etc. ,  de  nouvelles  fonc- 
tions des  coordonnées  x,y,  on  aura 


\ 
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fit  ^^dt  dx.       dt  dx 
dr       dx  dr        djr  dr^ 


du       dt  d^x       dt  d^r       dH  dx^ 


dr^       dxdr^        dy  dr^         dx*  dr* 


d*t    dxdy       d*t  dy* 

—, — h 


dxdy  dr  dr        dy*  dr*^ 


dH        dt  d'^x         dt  dl^y 

Z=  -r-  -; +    -r-  T^  +  etC.  ; 

dr^        dx  dr'^         dy  dr* 

,  .         dx      dy  d'^x      d^y 

€t comme  les  expressions  —,    — , .  .  .  -^,    -7-^ ,  conser- 

▼enl  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions  F,  f 
aux  fonctions  F, ,  y*, ,  il  est  clair  qu'on  en  pourra  dire  au- 
tant, non-seulement  des  fonctions  dérivées  -r  »  t^ >•••  v-  1 

dr^dr*^     dr"^ 

mais  encore  des  di  (Té  renti  elles  dt^  d^t^.,.  d'^t.  On  arrive- 
rait à  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion u  à  la  fonction  t.  On  pourra  même ,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,  échanger  entre  elles,  de  toutes  les  maniè- 
res possibles ,  les  fonctions  f,  u,  r,  et  énoncer  générale- 
inent  le  théorème  suivant. 

Théorème  5™*.  Si  pour  certaines  valeurs  de  x  et  de  j-, 
les  n  premières  dérivées 

dx        d*x  d^x  dy       d*y  d'^y 

di'      dF'"d^'        di'      d^''"di^' 

iesvariables  x ,  j^,  ne  changent  pas  de  valeur,  qtiand ,  aux 

équations 

*  =  F(i),     y=/{s)     ou     F(x,s)  =  o,    f{x,s)  =  o, 
on  substitue  les  suivantes 

*  =  F,(^),     y  =/,{s)     ou     F,(ar,  s)  =  o,    f,{x,  s)  =  o, 
on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières  dérivées  ou  des 


i8ô 
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;UiU 


n premières  différentielles  d'une  fonction   quelconque t  \\\t 
des  variables  x ,  y^  prises  par  rapport  à  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 


Si  les  dérivées  de  l'ordre  /ï+  i,    .    .    ,    .    ^,  ou  au 

moins  Tune  d'entre  elles ,  changeaient  de  valeur  dans  le 
passage  des  fonctions  F,  f^  aux  fonctions  Fj,y|,  il  en 

sera  en  général  de  même  de  la  dérivée         ,^,  ou  de  la 

différentielle  ^„"+7;  le  contraire  pourrait  cependant avo^r 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

96.  On  arriverait  à  des  conclusions  analogues  si ,  au  li 
de  deux  variables  x^  jr^  on  en  considérait  trois  x,  j', 
et  Ton  démontrerait  facilement  le  théorème  suivant  : 

Théorème  6™*".  Si  pour  de  certaines  valeurs  de  x,  j, 
les  n  premières  dérivées 


\ 


dx      d*x  d^x  dy       d^y 

di'     'dp'"'  IP'        Ts'     dp' 

dz       d^z  d^z 

ds'     dp*"      dp' 


d^y 
ds" 


des  variables  x,  ^,  z,  ne  changent  pas  de  valeur,  quai=:vdi 
aux  équations 

ou 

F(x,  s)  =  G,      /(/,  s)  =  o,        f(«,  s)  =  o, 

on  substitue  les  suivantes 


X  =  F.(j),      X  =/.W,       «  =  f.W, 


ou 


F,(x,  j)  =  o,      /,(/,*)  =  o,       f,(«,  s)  =  0, 

on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières  dérivées, 
des  n  premières  différentielles  d'une  fonction  quel 
que  t  des  trois  j^ariables  x^  jr^  z,  prises  par  rappo 


ou 


i 
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une  autre  fonction  arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 

^«+1^     ^a+iy.      ^/n+xg 

Si  les  dérivées  de  l'ordre  n+  i,  ■■  ,, , ,    .  , . , ,    .    .., , 

rfy"T'     aj*T'      cty'^T»  ' 

OU  au  moins  l'une  d'entre  elles,  changeaient  de  valeur 
dans  le  passage  des  fonctions  F,  f^  f ,  aux  fonctions  F, , 
/i,  fj,  il  en  sera   en   général  de  même  de  la  dérivée 

r-;:^;',  ou  de  la  différentielle  d^'^'^^t^  quoique  le  contraire 

paisse  arriver  dans  certains  cas  particuliers. 

Rien  n'empêche,  dans  le  théorème  qui  précède,  de  faire 
tt=  z,  puis,  tour  à  tour,  t=.x^  ^=J\  ^^  arriverait  de 
cette  manière  à  un  nouveau  théorème. 

T'héorème  7"*.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  acjjr^  z,  les  «  premières  dérivées 

elx  d'*x        djr  -d'^X       dz  d^z 


ds'         ds'^'      ds'"'    ds'^'     ds]"      ds^' 

fes  variables  ,x ,  j^,  z ,  liées  tour  à  tour  avec  s  par  Ic^s 
^nations 

F(x,  x)  =  o,      /(j,  j)  =  o,       f(z,5)  =  o, 

Y^{X,S)    =    O^        /,(j,  s)    =    O,  f,(»,  s)    =    O, 

^^,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à  tour  entre  elles 
l>ar  les  équations 

»Xe  changent  pas  de  valeurs,  quand,  aux  fonctions  F,  /*,  f , 
On  substitue  les  fonctions  Fi,yi,  f,,  ou,  ce  qui  revient  au 
Xnèiue ,  quand,  aux  fonctions  f  et  ;(|  on  substitue  les  fonc- 
tions f  1  et  yi^x  ^  on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières 
dérivées 

dx       d^x  d'*x  dy       d^y  d^y 

Tz'      'dt^'"'  dz-'        di'      'd^'*"lh^' 

prises   par    rapport    à  z,  considérée    comme   seule  va- 
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à  volonté  les  m  constantes  qu'on  élimine ,  il  est  ëvideni 
qu'on  pourra  former  autant  d'équations  de  Tordre  m, 
renfermant  n  —  m  constantes ,  que  Ton  peut  faire  de 
combinaisons  m  à  m  avec  n  quantités ,  c'est-à-dire 

/i  (w—  r)(/i  — 2). . .  (/i  —  w+  1) 
1 . 2. 3 .  •  •  fn 

Lorsqu'on  différentie  n  fois ,  on  a  /»  -f- 1  équations  entre 
lesquelles  on  peut  élimiijer  les  n  constantes  de  l'équation 
d'où  l'on  est  parti  :  on  a  ainsi  une  équation  de  l'ordre  n- 
où  il  n'en  reste  aucune ,  et  qui  est  commune  à  toutes  les 
équations  que  Ton  peut  déduire  de  la  proposée,  en  attri- 
buant successivement  aux  constantes  qu'ellç  contient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  important  de  remar- 
quer que  si,  après  avoir  calculé,  comme  nous  l'avons  dit 
tout-à-l'heure ,  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m 
qui  ne  contienne  qu'un  nombre  n — m  de  constantes,  on 
différentiait  de  nouveau  cette  équation  n — m  fois,  ce  qui 
donnerait,  en  la  réunissant  aux  équations  résultant  de 
cette  opération,  un  nombre  n  — 77/  -|-  i  d'équations,  et 
qu'oii  éliminât  entre  elles  les  n — m  constantes  restantes, 
on  retomberait  toujours  sur  la  même  équation  différen- 
tielle de  l'ordre  n  qui  n'en  contient  aucune. 

99^  U  est  inutile  de  nous  arrêter  à  la  possibilité  de 
l'élimination  d'un  certain  nombre  de  constantes  par  la 
différentiation  successive  d'une  ou  de  plusieurs  équations 
à  plusieurs  variables  indépendantes.  Passons  à  l'élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires.  Considérons  d'abord  l'é- 
quation 14=^(1^),  dans  laquelle  u  et  v*  sont  des  fonctions 
de  .T,  j^,  -3,  et  9'(i')  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire 
de  1^.  En  donnant  tour  à  tour  à  cette  fonction  difféi*entes 
formes,  on  obtiendra  diverses  écjuations,  qui  offriront 
toutes  un  caractère  commun,  en  ce  sens  qu'on  peut,  en 
éliminant  la  fonction  y,  arriver  à  une  équation  qui  soit 


i 
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et  I  élimination  des  cinq  dernières  de  ces  quantités  entre 

les  six  équations  dont  il  s'agit,  produit,  comme  on  devait 

s  y  attendre,  une  équation  aux  diflerentielles  partielles 

du  premier  prdre  entre  les  variables  indépendantes  x^jr 

et  la  variable  dépendante  z. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  deux  fonc- 
tions arbitraires  ç  (c),  ^  (^)^  ^^  se  réduisent  à 

en  joignant  à  chacune  de  ces  équations  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre,  on  n'obtient  en 
loixi;  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n'est  pas  pos- 
sible d'éliminer ,  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

de      de      d^e      d^e        d*c 


'  dx'    dy'    dx^'   dxdy^'    dy^' 

^(c),   ^'(r),   <p'\e),   ^(e),    y:{e),   ;^;"(c); 

n^^is  en  s'élevant  jusqu'aux  équations  du  3™*  ordre,  on 
ol> tiendra  en  tout  vingt  équations,  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  ces  douze  quantités  avec  les  suivantes  : 

d^c       dh         dh       dh  , 

d^'    d^'    d^-'    d^'  ^   ^''^'  ^  ^^' 

^t.  1  élimination  produira  deux  équations  aux  difTéren- 
^oUes  partielles  du  3"®  ordre,  entre- les  variables  indé- 
pendantes x,y,  et  la  variable  dépendante  z. 

Il  est  bon  d^ observer  que,  dans  certain  cas,  l'ordre 
des  équatiouB  aux  différentielles  partielles  produites  par 
l'élimination  dont  nous  venons  de  parler,  peut  s'abaisser 
considérablement.  Supposons,  par  exemple,  que  les  équa- 
tions données  renferment  trois  fonctions  arbitraires  ç(c), 
>CC^),  ^(c);  coDMne  on  aura  dans  cette  hypothèse  m=3, 
^^i' — 1  =  5,  il  faudra  généralement,  pour  eflectuer  l'éli- 
'^^iiatiou,  s'élever  jusqu'aux  dérivées  du  3"*^  ordre,  et 
^^t te  élimination  produira  trois  équations  aux  différen- 
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tielles  partieUes  du  5"*  ordre,  entre  x,  y  el  z.  Mw 

Ton  établit  entre  les  fonctions  ^(c),  X  W»  ^(p)'»  ^®* 
ktions  jf  (c)  =  (p'  (c) ,  ^  (c)  =  (f"(c) ,  c'est-à -dire  si 
équations  proposées  se  réduisent  à 

alors,  en  joignant  à  ces  formules  leurs  dérivées  du  p: 

mier  et  du  second  ordre ,  on  obtiendra  en  tout  doiB^ 

équations ,  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  oik- 

quantités , 

de      de       d*c        d*c        d^c 

^'    H'    ^'    ^»'     dxdy'    ^' 

^W,     (P'{c)y    f{c),     (P'"{C),     r^'ic), 

et  Télimination  produira  une  seule  équation  aux  di 
rentielles  partielles  jlu  second  ordre ,  entre  les  variab 

Nota,  Les  deux  équations 

équiv(dent  évidemment  à  une  équation  unique 

De  cette  remarque,  joint  à  ce  qui  précède,  on  cond 
i^  qu^il  ne  suffit  pas,  en  général,  de  recourir  aux  di 
rentielles  du  second  ordre  pour  éliminer  d'une  équati 
donnée  deux  fonctions  arbitraires  ^(oc^jr^  z),  xC-^j  J'y 
2**  qu'en  recourant  aux  différentielles  du  second  ordre 
pourra  toujours  éliminer  de  l'équation 

F[x,  7,  z,     ç{x,x  z)y     <p'{xyyy  z),     <p"{x,  jr,  z)]  =  o, 

la  fonction  arbitraire  y  et  ses  dérivées  <f\<f"' 

FIN  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 
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SECONDE  PARTIE. 

^**'«*LICATI01iS  GÉOMÉTRIQUES,  OU  RECHERCHES  DES  PROPRIÉTÉS 
DES  COURBES  PLANES  ,  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE  ET 
K)ES  SURFACES. 


VINGTIEME  LEÇON. 

*^^  la  tangente  et  de  la  normale  à  une  courbé  plane  et  située  dans  un  plan 
pris  pour  plan  unique  des  coordonnée^.-»- Longueurs  appelées  Tangente, 
Normale  y  Sous-tangente ,  et  Sous-normale. 


iOl .  Définition.  La  tangente  i  une  courbe  en  un  point 
^nnë  (oOjjr)  est  une  sécante  dont  deux  au  moins  des 
points  d'intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Pour  déterminer  la  tangente  i  la  courbe  au  point  x,  y  y 
menons  par  ce  point  un  demi-axe  parallèle  à  Taxe  des  x  et 
dirigé  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  concevons  qu'un  rayon 
vecteur  mobile  appliqué  d'abord  sur  ce  demi-axe ,  tourne 
de  droite  à  gauche  autour  du  point  x,  y^  et  vienne  colin- 
cider  avec  la  corde  ou  sécante  meqée  du  point  x,  y^  au 
point  X  H-  Ax ,  y  +  Ay  \  si  l'on  nomme  t  l'angle  qu'aura 

décrit  le  rayon  vecteur  ;  on  aura  tang  f  =  —  •,  et  en  ap- 
pelant I ,  y? ,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
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la  sécante ,  son  équation  serait 

Concevons  à  présent  que  le  point  {pc-^-^x^y  +  A^) 
vienne  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (x,j'),  la 
sécante  qui  joint  ces  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à 
se  confondre  avec  une  certaine  droite  que  Ton  nomme 
tangente  à  la  courbe ,  et  qui  touche  la  courbe  au  point 
(x^y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  i^ 
suffit  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  Tangl^ 
t  quand  les  diflerences  Ajr,  Ay  deviennent  infinimeim  "^ 
petites.  Or ,  en  appelant  t  cet  angle ,  on  aura 

Ungr=Um.-  =  -^=r. 

On  tire  de  cette  équation 

dx  i  .1  ,  dx 

cotT=— -7-  ==—  — ,  cosr=: 


_u         ^'  -L-  ^r 

Ki+r'*  Vdx^  +  dy^ 

et  en  appelant  Ç ,  >} ,  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  la  tangente ,  son  équation  sera 

102.  Si  parle  point  {pc ,  y)  on  mène  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  tangente,  elle  fera  avec  Taxe  desx  un  an- 
gle V  déterminé  par  l'équation 

1      I    dx 

tang» —— ^^ ——-,—— —, 

et  les  coordonnées  ( ,  19 ,  d'un  point  quelconque  de  cette 
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perpendiculaire  que  Ton   désigne  sous  le  nom  de  nor^ 
nuJe'y  vérifieront  Tëquation 

105.  Supposons  que  Féquation  de  la  courbe  dont  il  s^a- 
gil  soit  II  =  P  (x,  j)  =  o.  En  différentiant ,  on  a 

d¥  d¥ 

—  dlr  -I-  —  dy  ^  o  « 

dx        ^  dy    -^  ' 

et  en  substituant  dans  cette  dernière  équation,  à  la  place 
.de  dzj  Jjr,  les  quantités  proportionnelles  $  — x^m  — y ,  ou 
— '(>? — y)^  $  —  X,  on  trouve  pour  Téquation  de  la  tan- 
gente 

d¥  .d¥ 

et  pour  l'équation  de  la  normale , 

.,         .d¥       ,  .d¥ 

Aiixsi ,  pour  obtenir  Féquation  de  la  tangente ,  il  suffit  de 

t'emplacer  dans  Féquation  différentielle  de  la  courbe  les 

différentielles  dx^  dy  par  les  différences  |  —  x,  >}  — jr-^ 

au  contraire ,  pour  obtenir  Téquation  de  la  normale ,  on 

devra  remplacer  dy  par  J  —  x,  et  dx  par  —  (m  — jr). 

104.  Scolie  1^^.  Les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normaie  ne  changeraient  pas  si ,  à  Téquation  F  (x ,  j^)  =  o, 
on  substituait  l'équation  F (x,j^)  =  c,  ou  u  =  c. 
Scolie  2*.  En  regardant  dans  les  équations 

1?  >3  comme  des  quantités  constantes,   chacune  de  ces 


^ 
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deux  équations,  combinée  avec  Téqnation  F  (x 
donnerait  les  coordonnées  x  et  y  des  points  o 
gentes  et  les  normales  menées  par  le  point  ^ , 
trent  les  diflférentes  courbes  représentées   par 
F(x,j^)  =  c;  et  puisque  ces  deux  équations  j 
pendantes  de  la  quantité  c ,  qui  seule  varie  ^^u 
à  l'autre ,  elles  représenteront  évidenmient  les 
métriques  des  points  où  les  courbes  qu'on  déd 
quation  F(x^jr)=  c^  en  faisant  varier  la  co; 
sont  rencontrées  par  celles  de  leurs  normales  01 
tangentes  qui  passent  par  le  point  ^ ,  y}\  àe  sorte 
mener  par  le  point  ^ ,  tî  des  tangentes  ou  des  n 
ces  courbes ,  il  suffira  de  construire  les  deux  ligi 

elle»  rencontreront  les  courbes  F  (pc^j)  =  c  e 
points  que  Ton  joindra  au  point  | ,  y?  ,  et  Ton  au 
gçntes  et  les  normales  cherchées. 

105.  Applications.  Si  Téquation  F  (x ,  j")  ==  ^ 
à  K  +  M  -4- w-f-, . .  =  c,  u,  >',  w...  étant  des 
entières  et  homogènes ,  la  première  du  degré 
conde  du  degré  m  —  i ,  la  troisième  du  degré  n 
aura 

dY ^"   1.  ^^    i_  ^^  _•  ^F du      dv       c 

dx        dx       dx        dx  '^  dy        dy       dy        i 

et  réquation  de  la  tangente  deviendra 

/*         \(^^      dp       dw     \  fdu      dp       i 
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Mais,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on 


aura 


iim  du  dv    ^        dv  .  . 

dx       ''  dy  ^        dx       ''  dy  ^  ' 

Técpiation  de  la  tangente  se  réduira  donc ,  en  ayant  égard 
'     à Féquation  U'\~V'\-W'\-...=  c^k 

^f  €iu      dç    .   d(p\    .      /du      dç    ^  dw     \ 

Cette  équation  représente,  quand  on  y  regarde  x,  y,  comme 
seiils  constants,  ^,  y?,  conmie  seuls  variables,  la  tan- 
geii.te  i  la  courbe  menée  par  le  point  {x^  y)\  et  quand  on 
;  regarde  J,  m  comme  constants,  x,  y  conmie  varia- 
bles ,  une  courbe  du  degré  m  —  i  qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  qui  concou- 
rei:itau  point  (|,  yj).  Si  i^  =  o,  tv  =  o, on  a 

^  du   ^      du 
dx  dy 

406.  I*'  Exemple.  Considérons  le  cercle  x^  -f-y" =R". 
Ici  m  =  2,     «  =  x*-f-j*,     <r  =  R», 

Véquation  de  la  tangente  est  |x  +  >3jr  =  R".  On  y  par- 
[^     viendrait  encore  en  remplaçant  dans  Téquation  différen- 
tielle xdx  +ydj  :=o^  dx  et  djr  par  |  —  x  et  17  — y  ; 
ce  qui  donne 

(f  —  x)xH-(»  —  r)r  =  o  ou  fj:  +  i^r  =  x*+j»  =  R». 
L'équation  de  la  normale  est 

X       y 

^^^i^tion  de  la  droite  ou  du  rayon  qui  va  du  centre  au 
point  (x,y).  L'équation 

{i  —  x)x+{^  —  r)r  =  0, 

T.  I.  i3 
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qui  peut  se  mettre  sous  Tune  des  formes 

et  qui  représente  la  tangente  quand  x  çXy  sont  constant^  ^ 
\ ,  yj  variables,  représente,  quand  |  et  »  sont  au  contraîc"^^ 
déterminés ,  sous  la  première  forme  un  cercle  qui  a  poi^^ 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  va  de  Torigine  a*»-^ 
point  (  Ç ,  yî  ) ,   et  pour  rayon  la  moitié  de  la  distance  cl  ^^ 
l'origine  à  ce  même  point  ^  sous  la  deuxième  une  certain.  <^3 
droite.  Sur  ce  cercle  et  cette  droite  se  trouvent  les  poin**-^ 
de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  Ic^poir^  ^ 
(Ç,  y}) ,  et  comme  le  cercle  est  indépendant  du  rayon  R,  i  1 
est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  où  les  tangent 
menées  du  point  (^ ,  vî)  aux  divers  cercles  que  l'on  obtiei 
en  faisaiit  ^rier  R  dans  l'équation  x*  H-j^'  =  R*,  rei 
contrent  ces  cercles.  Il  en  est  de  même  par  rapport  ai 

normales  de  la  ligne  -  =  -. 

^       X       y 

a™*   Exemple.  Considérons  l'ellipse   ou  l'iiyperboj 
représentée  par  l'équation  Aa:'  +  'î&xy  -t-Çy'  =K. 

Ici         m  =  2,  c=K,    a  =  Ax* H- aRrx -f- Cj'* ; 

Téquation  diflerentielle  de  la  courbe  est 

ci:r(Ax  +  Br)  +  dy[Ç.y  +  Rr)  =  o, 

on  trouvera  donc  pour  les  équations  de  la  tangente  et 
la  normale^  en  suivant  l'une  des  méthodes  ci-dessus  i 
diquées , 

(f  —  a:)  (Ax  +  Br)  +  (,  — jr)  (Cr  +  B*)  =  o, 
(f  — x)(Cr  +Bjr)  — (,— r)(iU  +  Br)  =  o, 

ou ,  pour  l'équation  de  la  tangente  , 

|(AjrH-Br)  +  if(Cr+Bx)  =  K. 
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i  réquation  de  la  courbe  était 

l^^quation  de  la  tangente  deviendrait 

f5±^|.=  ^  o«(f-^)Ja±('— r)fi-o,  etc. 

3"*  Exemple,  La  parabole  j^^rira/^x.  L'équation  de  la 
c^sangente  est 

[n — y)y — /?(?— j:)  =  o  ou  ny  —  p(=pxi 
Civile  de  la  normale 

r{S  —  ^)+p{*i — r)  =  o,  etc. 

4"*  Exemple.  La  logarithmique 

1^  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

ar!a(jf— j)  —  (f  —  x)  =  o,  jcl/i(f— -x) +(jï — r)  =  <>• 

5"*  Exemple.  La  spirale  logarithmique 

y  W^jpM-t*  r  • 

^  =    tangl  - — s^'      arctang-^  =  IV/ir»  +^»_1R; 

J^  Ëx  JC 

en  différentiant,  on  a 

et  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

(e— ar)(x  +  j^)  +  (9  — r)(r— x)  =  o, 
(f— ^)(r  — ^)  — («— r)(^+r)  =  o. 

Lorsqu'on  y  regarde  Ç,  tj  comme  constants,  x,^  comme 
seuls  variables ,  ces  dernières  équations  représentent  deux 
cercles  qui  coupent  la  spirale  logarithmique  aux  points 

i3. . 


"*"W1 
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OÙ  elle  est  rencontrée  par  celles  des  tangentes  qtii  coit-^ 
courent  au  point  (|,  m). 

107.  Si  les  axes  des  coordonnées  cessaient  d^ètre 
tangulaires  et  faisaient  entre  eux  Fangle  co ,  le  rapport 


exprimerait  non  plus  tangr,  mais  -7^ -^  Téquatioi 

de  la  tangente  serait  toujours 

et  Téquation  de  la  normale  deviendrait 

l-t--j^COSâr 

/  X  ^  /  \       i  +  r  ces*  -^ 

-^  +  cos  #  "^ 

dx 

108.  Considérons  une  courbe  quelconque  AB  (Jig^  i)  a 
point  M  de  cette  courbe,  menons  à  la  tangente  la  normal 
MN  ;  les  parties  MT  et  MN  de  la  tangente  et  de  la  no 
maie  comprises  entre  le  point  de  tangence  et  Taxe  des 
sont  ce  qu'on  appelle  la  tangente  et  la  normale,  nous  1 
désignerons  par  les  lettres  T  et  N  ;  on  appelle  sous-tan 
sente  et  sous-normale,  et  nous  désignerons  par  les  nota 
tions  St ,  S„ ,  les  distances  comptées  sur  l'axe  des  x  en 
le  pied  de  l'ordonnée  et  les  points  où  cet  axe  est  ren 
contré  par   la   tangente  et  la  normale  à  la  courbe, 
quatre  lignes  sont  faciles  à  calculer. 

En  effet,  en  désignant  par  ^1 ,  |i  les  abscisses  des  poin 
où  la  tangente  et  la  normale  rencontrent  l'axe  des  x,  1 
longueurs  S, ,  S„  sont  égales,  au  signe  près,  aux  différen 
ces  Ç,  —  x^  Çi  —  X ,  mais  en  faisant  >}  =  o  dans  l'équa 
tion  de  la  tangente  et  de  la  normale,  on  a 
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(loiic 

vt  par  suite 

on  a  donc 

Chi  parvient  encore  plus  simplement  à  ces  valeurs  en  re- 
oiaixjuant  que  si  t  et  v  sont  les  angles  que  la  tangente  et  la 
nor-male  font  avec  les  axes,  les  triangles  rectangles  MTP, 
MNP  donnent 

tangr  y'  smr  y' 

tang»  '^  "^  sinr  j  ^      -r  j 

C^s  équations  donnent  S<  .S„  =j^' ^  Tordonnée  j^  est 
i^o^enne  proportionnelle  çntre  la  sous-tangente  et  la  sous- 
^^OïTnale. 

JExemples  : 

R*  —  X* 

X 

S,=±x,     N=R,     T=±^(R»— x«f; 
"a*.  Ellipse  ou  hyperbole  :       —  ±  t^  =lt  i  , 


-m^^-){'^'^y'-%ï- 
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le  rapport  de  la  sous-normale  à  Tabscisse  est  constant,  la 
sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  b  ; 

3*».  Parabole  :    ^»  =  2/>j:  ,     S,  =  ax,     Sn=^  p, 

Ti=p^(p  +  2xy,     T  =  axVxH-^V; 

la  sous-normale  est  constante  et  la  sous- tangente  doubla 
de  Tabscisse  ; 

4".  La  logarithmique      x  =  Ly  :=  z-\f  ^ 

la 


S,=  ^,     S.=la«^'-,    N=W»*'-y(lY. 


,axlii. 


la  sous-tangente  est  constante. 

109. 5**.  Cycloïde.  Concevons  que  le  cercle  ADE(^gf.  a) 
tangent  à  la  ligne  AX  au  point  A,  roule  sur  cette  lign< 
AX ,  le  point  de  la  circonférence  qui  coïncidait  au  premie 
instant  avec  le  point  A,  décrira  une  courbe  que  Ton  nomm* 
cycloïde .  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  ligne 
AX,  AY;  pendant  que  le  cercle  roulera  sur  Taxe  desx,  1 
centre  se  mouvra  parallèlement  au  même  axe ,  et  le  rayoi 
CA  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un  angle  qu 
croîtra  sans  cesse  ^  désignons  par  co  cet  angle  MON ,  pa 
AN=a ,  0N= J  les  coordonnées  du  centre  O,  par  AP=j: 
PM  =jrles  coordonnées  de  Textrémité  du  rayon  ou  d'u] 
point  quelconque  de  la  courbe ,  Tare  MN  =  Rw  sera  évi 
demment  égal  à  la  ligne  AN  =  a,  puisque  tous  les  point 
de  l'arc  MN  se  sont  tour  à  tour  appliqués  sur  AN  \  on  \ 
donc     a  =  Rco,  i  =  R, 

a?  .=  AP  =  AN  —  PN  =  AN  —  MQ  =  Râ»  —  Rsinir, 
^  =  MP  =r  ON  —  QN  =  R  —  R  cosâ»; 


i. 

1 
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on.  aura  donc,  en  admettant  que  la  notation  ai^c  cos  dé* 
signe  toujours  un  arc  compris  entre  les  limites— -,  H — , 

R y 

*  =  R(i» — sindf),     7"  =  R(i  —  cosi),     co8«=— ^-=^, 

R. 


JH—y 

et  =  arc  cos 


± /iir,     sioâ»  =±:  ~  V^2R^— ^*« 


R  '  R 


Dans  cette  seconde  formule  on  doit  prendre  le  signe  -t- 
ou  le  signe — ,  suivant  que  Tangle  w  est  de  la  forme  a/i7r+S 
ou  de  la  forme  (îi/»-t-  i)  t:  +  6,  0  étant  plus  petit  que  ir , 
^e  sorte  que  Ton  peut  écrire 

sin  «»  =  -  cos/ir  k  aR^  "*"  J* > 
R 

««^  =  R  f  arc  cos  — ^-^  ih  nw  U~-cos/iir  V^tRjt  —  j» . 

^t^  reconnaîtra  sans  peine ,  à  Taide  de  ces  équations ,  que 
la  o^cloïdeest  composée  d'une  infinité  de  branches,  toutes 
Pa.r^iUes  les  unes  aux  autres,  dont  les  points  extrêmes  si- 
^^^s  sur  l'axe  des  x  répondent  aux  abscisses 

*^  =  o,     X  =±  a«-R,     X  =db  49rR,...     x  =±  2/ivR , 

^^  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques 
une  ordonnée  correspondante  aux  abscisses 


^  =:  srR,     j:  =  ±3irR, ...      x=±(2/i  —  i)irR,  etc. 

"^  plus,  en  diflérentiant  les  équations 

jr  =  R(«  — sina»)    et    j  =:R  (i  —  cosa»), 

^*i  trouve 

rfa:  =  R(i — cos«)//«=:  jr^r,     djr  =  Ksïn&dtt, 


=*,/âr„ 
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d'où 

dx  y  y 

et  l'on  aura  par  suite , 

On  conclut  facilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  cercle 
générateur  de  la  cycloïde,  on  trace  un  diamètre  paraUèle 
à  Taxe  des  j^,  les  directions  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  au  point  ^{x^  y)  seront  données 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extrémités 
de  ce  diamètre ,  de  sorte  crue  la  longueur  appelée  normale 
sera  précisément  la  coroe  MN  qui  dans  le  cercle  géné- 
rateur sous-tend  Tangle  oi). 
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Dptotcs  des  courbes  planes.  ->  Propriétés  direrses  des  courbes  planes 
déduites  de  leurs  équations.  —  Points  singuliers. 


10.  On  appelle  asymptote  d'une  courbe  plane,  une 
ite  de  laquelle  cette  courbe  s'approche  indéfiniment 
9  pouvoir  jamais  la  rencontrer.  Il  est  facile  de  trouver 
asymptotes  d'une  courbe  représentée  par  une  équa- 
1  quelconque  jr  =  F(x)  ou  f{x^y)=^  o.  En  effet, 
Lsidérons  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
y^  et  soit  j'=  «a:  +  6  l'équation  de  l'une  d'entre 
».  L'ordonnée  correspondante  de  la  courbe  devant  se 
luire  sensiblement  pour  de  très  grandes  valeurs  nu- 
riques  de  x ,  à  l'ordonnée  de  l'asymptote ,  elle  se  pré- 
itera  sous  la  forme  y=aa:  +  6die,  t  étant  une 
antité  qui  s'évanouira  pour  a:  =  ±oo  .  Cela  posé, 
quation  qui  précède  donne 

y     ^ » 

3C  JC  i/C 

3Ù,  en  faisant  je:=  dioo  ,  et  remarquant  que  si  6  était 
fini ,  l'asymptote  située  à  une  distance  infinie  dispa- 
lirait  tout  entière ,  on  aura 

«  =  lim.  — . 

X 

^nc,  pour  déterminer  la  constante  a,  il  suffira  de  poser 


a02  CALCUL    DlFFÉREIfTlEL. 

danà  Tëquatioii  de  la  courbe,  -  =  5  on  jr  =  sx-^  puis  de 

déterminer  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergera la  variable  5,  tandis  que  la  valeur  numérique 
de  X  croîtra  indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  la  cons- 
tante a,  on  tirera  de  l'équation  j^  =  ax  -t-  6  ih  e , 

et  en  faisant  x  =  di  oo ,  6  =  lim.  (y  —  ax) ,  de  sorte 
que  pour  avoir  6,  il  faudra,  dans  l'équation  de  la  courbe, 
poser  y  —  ax  =  t,  et  chercher  ce  que  devient  t  pour 
X  =  ±:  Qo  ^  à  chaque  système  de  valeurs  des  quantités  a, 
6,  correspondra  une  asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  en  échan- 
geant l'une  contre  l'autre  les  variables  x,  /,  on  trou- 
verait évidemment  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
des  X. 

111.  Scolie.  En  général,  le  rapport  -  pour  x  =  oo, 
prendra  la  forme  indéterminée  — ,  et  sa  véritable  valeur 

sera  celle  que  prend  pour  j:  =  oo  ,  l'expression  —  ou  j^'; 

on  aura  donc  alors  a  =  y' ,  Dans  ce  cas  aussi  6  sera  dé- 
terminé par  l'équation  5=y — y'Xy  dans  laquelle  on 
fera  a:  =  oo  5  or,  si  l'on  se  rappelle  que  l'équation  de  la 
tangente  en  un  point  {x^  y)  est 

•  — ^  =  7'(f— x)     ou     n  =  y'i  +  y  —  ^x, 

on  reconnaîtra  facilement  que  l'asymptote  d'une  courbe 
plane  est  une  tangente  dont  le  point  de  contact  avec  la 
courbe  s'éloigne  à  une  distance  infinie.  Cette  remarque 
peut  dans  certains  cas  faciliter  la  recherche  des  asymp- 
totes, puisque,  pour  avoir  leur  équation,  il  suffira  de 
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iercher  ce  que  devient  l'équation  de  la  tangente  quand 
Le  point  de  contact  s'éloigne  à  l'infini. 

112.  applications  :  i°.  à  la  logarithmique  j^  =  a', 

m  =  lim.  ~  =  lim.  —  ; 

X  X 

et  en  posant 

xzz— 00,  flt=:o,  5  =  lim.  ^  =  lim.  a*  =  a~*  =  o, 

la  courbe  proposée  aura  donc  pour  asymptote  Taxe  des  x 
dont  elle  s'approche  indéfiniment  du  côté  des  x  négatifs. 
On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique  x  =^a^ 
a  pour  asymptote  T.axç  des^  ; 

2®.  à  l'hyperbole      —  ""  x;  =  '  » 

.  =  lin,.^  =  lim.±*    y^E^^±i, 
X  a  X  a 

*  ^  lim.  {y  —  ttx)  =  lim.  (  ifc  -  V/j?"—  a»  qp  -  x  j  =  o  ; 
"  y  a  donc  deux  asymptotes  déterminées  par  l'équation 

3**.  à  toute  courbe  dont  l'équation  peut  se  décompo- 
^1*  en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
'Himogène  des  variables  x,  y. 

Soient  m,  n,  etc. ,  les  degrés  de  ces  fonctions  homo- 
gènes, de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  soit 

f{xy  /)  =  x"F(^^^+x«f/'^^H-etc.  =o, 
1^  nombres  m^  n,  etc. ,  étant  rangés  par  ordre  de  gran- 
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deur  ;  la  valeur  de  ^  =  -  sera  déterminée  par  Téquaùcm, 

arF{s)  +  x^î{s)+etc.  =  o  ou  F(J)^ ^— £{s)+etc.  =  o, 

d'où  Ton  tire ,  en  faisant  a:  =  oo  ,  et  se  rappelant  cp'alors 

F(»)  =  o; 

telle  sera  donc  Téquation  qui  donnera  les  valeurs  de  a. 
Pour  avoir  S,  faisons  dans  l'équation  de  la  cojuAt 
j  =  ax  +  i^  ce  qui  donne 

x"Ff  et  +  -J-f-j:"f(<t-+-  -J  H-etc-  =  o;. 

or  Ton  a,  d'après  un  théorème  connu, 

F(-  +  i)  =  F(<.)  +  iF'(.  +  ?;). 
OU ,  puisque  F  (a)  =  o , 


r(.+l)  =  tB.(.+l'), 


on  aura  donc ,  en  substituant , 

ijc"-'F'f«+  -  J-4.x"ff«  +  -  l+etc.  =0 


^F'  •  + 


X  J  x"""""*       \  X  J         '  '  ' 


et  si ,  dans  cette  dernière  équation ,  on  pose  j:  =  *' 
et  par  suite  t  =  6,  on  en  conclura,  si  F' (a)  et  f(tf)  ^"^ 
des  valeurs  finies  différentes  de  o , 

I".  Pour  n  <^m  —  i ,      C  ■=:  o; 

f(«) 
2».  Pour  nz=m  —  i  ,      •  =  — YÛkV 

3".  Pour  «>iM— I,      »  =  ±oo. 


VINGT-UNIÈME    LEÇON.  2o5 

onsëquent ,  à  la  valeur  adoptée  de  a  correspondra , 
la  première  hypothèse ,  une  asymptote  passant  par 
ine ,  ou  de  la  forme 

j  =  «X, 

is  la  seconde ,  une  asymptote  de  la  forme 

_         fW 

la  troisième  hypothèse,   l'asymptote  s'éloignant  à 
istance  infinie ,  disparait  entièrement. 
QS   la  première  hypothèse  les  équations  jr  =  ax^ 
=  o ,  donnent  encore  pour  l'équation  des  asympio- 

V-  j  =  o,  ou  j:"*F  f  -  j  =  o,  de  sorte  que  quand  l'é- 

on  de  la  courbe  est  décomposable  en  plusieurs  fonc- 
homogènes,  et  que  le  degré  m  de  l'une  d'entre  elles 
isse  de  plus  d'une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres, 
utilement  toutes  les  asymptotes  passent  par  l'origine, 
elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  que  l'on 
nt  en  égalant  à  o  la  fonction  homogène  du  degré  m. 
temple  :  Si  Ton  suppose  B  '  —  4AC  >  o,  on  recon- 
a  que  l'hyperbole 

Ax»  +  Bxr  4-  Cj»  =  K 


iir  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  Té- 
ion 

Ax»  +  Rrj  +  C^*  =  o. 

ans  la  deuxième  hypothèse ,  les  asymptotes  sont  don- 
par  les  équations 

F(*)=:0,       j  =  rtx  — =;^ 


Iroites  passant  par  l'origine  et  représentées  par  les 
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équations  F  (a)  =  o^jr  =  ax,  ou  par  la  fomuile 

sont  seulement  parallèles  aux  asymptotes. 

Exemple  : 

Dans  le  folium  de  Descartes,  x^  +y^  —  ^axjr  =o, 
l'asymptote  sera  parallèle  à  la  droite  x^  -f-j^^  =  o,  ou 
X  -^  y  =  o.  Dans  ce  cas ,  a  1=  —  i  ^  en  partant  de  celte 
valeur  on  trouvera 

.  f(— ) 3^ ^. 

F'(— i)""        3  "~         ' 

et  Tasymptote  aura  définitivement  pour  équation 

X=:  —  X  —  a. 

Corollaire.    Ce   que  nous  venons  de  dire  s'applique 
évidemment  aux  courbes  dont  Téquation  a  pour  premier 
membre  un  polynôme  entier.  De  plus,  si  dans  ce  cas  la 
courbe  a  un  centre,  en  le  prenant  pour  origine  des  coor- 
données ,  son  équation  ne  devra  contenir  que  des  termes 
de  degré  pair  ou  des  termes  de  degré  impair.  Dès-lors  le 
degré  m  de  la  première  fonction  homogène  surpassera  de 
plus  d'une  unité  le  degré  n  de  la  deuxième  fonction,  cl 
les   asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passeront  par  1^ 
nouvelle  origine.  On  arrive  ainsi  à  ce  théorème  remar- 
quable ,  que  dans  les  courbes  dont  l'équation  est  alg^ 
biique,  les  asymptotes  non  parallèles  aux   axes  passent 
généralement  par  le  centre. 

Ces  conclusions  supposent  que  les  quantités  F'(a),  f  (^, 
ne  deviennent  ni  nulles  ni  infinies  :  s'il  en  était  autreme^ 
la  quantité  ê  pourrait  obtenir  des  valeurs  différentes  ^ 
celles  que  nous  lui  avons  assignées  ;  mais  pour  les  dét^  ^ 
miner  il  suffit  toujours  de  chercher  la  limite  ou  les  lii 
tes  vers  lesquelles  converge  t  pendant  que  x  croit  i: 
définiment. 
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113.  Certains  points  des  courbes  présentent  des  particu- 
'ités  remarquables  dépendantes  de  la  position  des  axes 
Drdonnés,  ou  inhérentes  à  la  nature  même  de  la  courbe, 
qu'il  importe  de  mettre  en  évidence.  Remarquons  d'à- 
rd  que  ,  Téquation  d'une  courbe  étant  f(Xjjr)=zOj  si 
lia  résout  par  rapport  àj*,  on  en  tirera  une  ou  plusieurs 
[uations  de  la  forme  j^  =  F  (x),  et  chacune  de  celles-ci 
présentera  une  ligne  ou  portion  de  ligfne  dont  les  pro- 
•iétés  dépendront  de'Ua  naturede  la  fonction  F  (x).  Or, 
•si  cette  fonction  demeure  continue  entre  les  limites 
=Xo,  ar=X,  la  ligne  représentée  par  l'équation  j^  =F(j:) 
Ta  elle-même  continue  entre  ces  limites;  mais  elle 
îurra  devenir  discontinue,  si  la  fonction  F  (a:)  offre  des 
Jutions  de  continuité,  par  exemple  lorsque  cette  fonc- 
on  deviendra  infinie  pour  certaines  valeurs  finies  de  x, 
1  lorsqu'elle  passera  tout-à-coup  du  réel  à  l'imaginaii'e , 
1  lorsqu'elle  changera  brusquement  de  valeur  •,  le  pre- 

ier  cas  se  présente  dans  l'hyperbole  jy  =  -  ,  le  second 
ns  les  courbes  logarithmiquesj'=-j— ,  j^  =  xlx-^  letroi- 

ïme  dans  la  ligne  déterminée  par  l'équation j^  =      . , 

ise  réduit  à  j'  =  i,  si  j:  est  positif,  et  kj  =  —  i,  si  ar 
:  négatif. 

a**.  Dans  le  cas  où  la  fonction  F(x)  et  sa  dérivée F'(x) 
steront  continues ,  les  ordonnées  maxima  et  minima  ne 
pondront  qu'à  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  re- 
lation j''  =  F(x)  =  o  •,  et  une  valeur  de  x  tirée  de  cette 
nation  fournira  effectivement  un  maximum  ou  un  mi- 
nium dans  le  cas  où  la  première  des  dérivées  F" (x), 
(a:)...  qui  cessera  de  s'évanouir, sera  positive  ou  néga- 
e,  mais  d'ordre  pair.  Si  au  contraire  certaines  valeurs 
<%:  rendent  la  fonction  discontinue ,  elles  pourront  pro- 


■^T'"»*Î»W! 
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duire  des  maxima  ou  des  mini  ma  sans  vérifier  Téquation 
F'(x)  =  o. 

3®.  La  valeur  numérique  de  la  fonction  ^(x)  repré- 
sente ,comme  nous  Ta vons  vu,  la  tangente  trigonométricpie 
de  Fangle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  Taxe  desx  : 
cette  tangente  sera  donc  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
l'axe  des  a:,  suivant  que  Ton  auraF'(x)=o  ou  F'(r)=»- 
Et  si  la  fonction  dérivée  change  brusquement  de  valeur^ 
il  en  sera  de  même  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 

114.  On  désigne  exclusivement  sous  le  nom  commun 
points  singuliers,  tous  les  points  qui  se  trouvent  situés 

une  courbe,  de  manière  à  offrir  quelques  particularités  di 

gnes  de  remarque,  inhérentes  à  la  nature  de  cesmêmescoar< — 
bes ,  et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coordonnés*. 
Ainsi)  I®  si  la  fonction  f(JOj  y)  ne  devient  réelle  que  poujr 
unnombre  limité  de  valeure  dex,  l'équation  y  (x,j^)=on^ 
représentera  qu'un  point  ou  une  suite  de  points  isolés.  Par 
exemple,  l'équation  x'  -f-,y  *  =  o  ne  représente  qu'un  seuJ 
point  qui  coïncide  avec  l'origine.  Il  peut  arriver  que  Té- 
quation  fipc^y)  =  o  fournisse  en  même  temps  un  ou  plu* 
sieurs  points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe - 

i^^  Exemple  : 

2™*  Exemple  : 

a^-^  —  x^  -|-  bx'  =  o. 

2®  Lorsque  la  fonction  f(x^  y)  passe  tout-à-coup  du  ré^  ^ 
l'imaginaire,  ou  change  brusquement  de  valeur,  la  lig^*^^ 
que  l'on  considère  s'arrête  tout-à-coup  en  certains  poi"*^*^ 
que  l'on  appelle  points  iT arrêt. 

Exemple  :   Les  deux  logarithmes  y  =  — ,  j^  = 

1 X 

ont  chacune  pour   point  d'arrêt  l'origine  des  coord< 
nées. 
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X 


La  ligne  y  =      offre  deux  points  d'arrêt  situés  sur 

l'axe  des  j^  de  part  et  d'autre  de  l'origine  et  à  Tunité  de 
distance. 

3**.  Lorsque  la  fonction  f{pc^j)  restant  continue ,  la  dëri- 

^^y  cliange  brusquement  de  valeur ,  les  deux  branches 

de  la  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  donné ,  de 

manière  que  leurs  tangentes  forment  entre  elles  un  cer- 

^n  angle.. Ce  point  s'appelle  mu  point  saillant.  Tel  est, 

par  exemple,  le  point  correspondant  à  x  =  o  dans  Jes 

coux^Jbes  représentées  par  les  équations 


/z=V/!r»,     /  =a:arctang-,     y -= 


I 
1+^ 


4°*  Si  les  deux  branches  d'une  même  courbe  s'arrêtent 
en  1X11  point  donné,  de  manière  à  toucher  l'une  et  l'autre 
vnie  droite  ou  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s'agit, 
ce  point  sera  ce  qu'on  appelle  un  point  de  rebroussement, 
Le  rcbroussement  sera  de  première  espèce  si  le  demi-axe 
passe  entre  les  deux  branches  de  la  courbe,  et  de  sc^nde^ 
^^pèce  si  Ih  demi-axe  laisse  les  deux  branches  d'un  même 
cité.      • 

exemple  :  La  cycloïde  offre  une  infinité  de  points  de 
'^roussement  de  première  espèce,  tous  situés  sur  l'axe 
^®s  jc ,  et  correspondant  aux  abscisses 

■ 

j?  =  o ,     x=z'àz  2îrR , 4?  =  ±  a/hrR. 

^^  •  On  appelle  points  multiples  ceux  auxquels  viennent  se 
■"^i^icontrer  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui  ne 
^  ^ï^ètent  pas  toutes  à  ces  mêmes  points,  ou  auxquels 
^tK^iitisscnt,   pour  s'y  arrêter,  au  moins  trois   branches 
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i*'*^  Exemple  :  La  courbe  j^'  =  a:*(i  — a:')  est  formée 
de  deux  branches  qui  se  croisent  à  rorigine  en  touchant 
les  droites j^  =  —  x ,  j^  =  x. 

2"**  Exemple  :  La  courbe  j^*  =  x^(i  —  x*)  est  formée 
de  deux  branches  tangentes  toutes  deux   à   Taxe  des  x. 
L'origine  des  coordonnées  est  pour  ces  deux  courbes  un 
point  multiple. 

6^.  Lorsqu'en  un  certain  point  la  courbe  et  la  tangeut^ 
se  traversent  mutuellement,  ce  point  est  ce  qu'on  nomirm.c 
un  point  d'inflexion. 

115.  Telles  ^ont  les^ix  espèces  de  points  singuliers  qm:s-' 
peuvent  présenter  les  courbes  algébriques  et  transcendam  :> 
te».  On  peut  souvent  les  mettre  en  évidence  et  reconnaît:^^ 
leur  nature  à  l'aide  des  conditions  analytiques  suivante*  ^ 
Nous  exclurons  d'abord  le  cas  où  l'un  des  coefficients  diflfï 
rentiels  serait  infini . 

^Xhéoreme  i^'.  Si  un  point  M,  dans  le  voisinage  d 
quel  la  fonction  u  =  f  (x  ^  yy^i  ses  dérivées  du  premi 

ordre  -7-,  -r-  restent  finies  et  continues,  est  dans  la  courj 
dx  dy 

représentée  par  l'équation  u  =/"  (x,  j^)  =:  o ,  un  point  iso 

ou  un  point  d'arrêt ,  ou  un  point  saillant ,  oii  un  poicr^^ 

de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce,  1^:^ 

coordonnées  de  ce  point  devront  vérifier  les  deux  ëqu^^ 

du  du 

lions -r- =o,-r- =  o.    • 
dx  dy 

Démons tration. Dams  ces  quaitrc  hypothèses,  onpourr^ — 

par    le    point  M  faire  passer    un    nombre   indéfini  d^ 

droites  PP'  telles  que  dans  le  voisinage  de  ce  point,  o" 

ne  puisse   trouver   d'un  côté  au  moins  de  cette  droit::^ 

{fiS'if  5,  6,  7)1   ou  même  des  deux  côtés (Jîg.  3), 

cun   point  qui  appartienne  à  la   courbe  dont  il  s'agil 

En  conséquence ,  deux  points  situés  sur  cette  droite,  d 

part  et  d'autre  du  point  M,  pouvant  être  joints  l'un 
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Vautre  par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui  ne  rencontre 
pas  la  première  AB  dont  l'équation  est  u=f(x^y)  =  o, 
les  valeurs  de  h  correspondantes  à  ces  deux  points  seront 
nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  Eji  efl'et, 
pendant  que  Ton  passe  du  point  P  au  point  Q ,  sur  la 
courbe  PQ,la  fonction  u  =f  (,r ,  /)que  l'on  suppose  con- 
tinue, ne  pourrait  pas  changer  de  signe  sans  s'évanouir; 
or  elle  ne  peut  pas  s'évanouir  puisque  la  courbe  PQ  né 
*  rencontre  pas  la  courbe  AMB  dont  les  coordonnées  véri- 
fient seules,  par  hypothèse,  l'équation  u  =  J'(xjj')  =  o^ 
donc  elle  ne  changera  pas  de  signe.  Cela  posé,  la  fonction 
f  '=^J^(^^y)t  variable  d'un  pointa  l'autre  sur  la  droite 
PlVlQ,  qui  s'évanouit  au  point  M,  et  conserve  le  même 
sîgtieen  P  et  en  Q  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sera  né- 
cessairement en  ce  point  un  maximum  ou  un  minimum , 
suivant  que  les  valeurs  de  u  en  P  et  en  Q  seront  négatives 
<>u  positives.  Dans  les  deux  cas  on  devra  avoir 

//a  ;= -7- /£r -|- -=- r/ r  =r  o , 
(ir  dy 

ou  *• 

du       du.  dy 

dx       dy  dx  ' 


*^'u.ri  autre  côté,  en  appelant  a  la  tangente  deTangle  que  la 
"^'oîte  arbitraire  PMQ  fait  avec  les  axes,  son  équation, 
*  laquelle  devront  satisfaire  les  coordonnées  x^yAxx  point 
^ï  9    sera  ;^  =  ax  -J-  A,  d'où  l'on  tirera 


dx 

^*ï  ^  ura  donc  en  substituant 

da  du 

dx  dy 

J^arce  que  cette  dernière  équation  devra  subsister  pour 

i4«  • 


% 
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un   nombre   indéterminé  de  valeurs  de  a ,   il  faudra  né- 
cessairement que  Ton  ait 


du 


du 


■•^=**'  .^  =  '*- 


Les  coordonnées  des  points  isolés ,  des  points  d^arréts ,  de* 
points  saillants  et  des  points  de  rebroussement  devroi^^ 
donc  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  équations 


£1  =  G, 


du 

^  =  **' 


du 

4r 


De  deux  de  ces  équations  on  tirera  les  valeurs  de  x  ^^ 
de j^,  pour  les  substituer  dans  la  troisième.  Si  un  coug:^!^ 
de  valeurs  x=-Xq^ y^-y^  vérifie  à  la  fois  ces  trois  éqi»- -Ci- 
tions ,  le  point  correspondant ,  ou  qui  aurait  x^  et  y^  p<^  "■"" 
coordonnées,  pourra  être,  mais  ne  sera  pas  toujours  -h-^ui 
point  singulier. 

116.  Pour  reconnaître  la  nature  de  ce  point,  remarquer  ^ 
d^abord  que  Téquation  différentielle  première 

du  dy       du 

dy  dx       dx         * 

devenant  identique  quand  il  s'agit  d'un  des  quatre  poiv--*^ 

singuliers  dont  il  est  question  dans  le  théorème  p^^ 

cèdent,   il  faudra,  pour  obtenir  la  tangente  de  Fan^^'^ 

que  la  touchante  à  la  courbe  fait  avec  les  axes ,  recou^c^^ 

à  Téquation  différentielle  du  second  ordre,  laquelle,       ^ 

j  j.  .        du  du  ,j   .    , 

cause  des  conditions  -7-  =  o,  -7-  =  o,  se  réduit  a 

dx  dy 


d^u/dyy 
dy*\dxj 


d*u  dy    ^^d^u 

dxdy  dx       dx* 


Supposons  encore  que  Ton  ait  ramené  à  la  forme^  =:F(. 
Téquation  de  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  se  trou 
le  point  singulier  dont  on  veut  connaître  la  nAture. 
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ors ,  I.  Le  point  x = Xq  ,  j^  =J^'o  ^^^  ^"^  point  isolé , 
deux  ordonnéesF(Xo4-A),  V(x^y — h)  sont  toutes 
laginaires  ;  2^  si  à  ce  point  la  courbe  n'a  point  de 
î ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


\dxdxJ       dx'^'d^^ 


1  a  pas 


d^u  d^u  d^u 


yT/«*W<k/>  W<II*   % 


dy^  *     dxdy  dx 


*»si 


I  point  X  =  Xp ,^  =  J^o  sera  un  point  d'arrêt,  1 

ilement  des  coordonnées  F  (x^H- A) ,  F(x„ —  /i)  est 

ire  ;  2^  si  la  courbe  en  ce  point  n'a  qu'une  tangente, 

conséquent  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 
d^u 

e  point  x=Xo,j'=Jo sera  un  point  saîUant,  i^si  à 
î  des  abscisses  x=Xo+/*,  x=Xo —  h  répond  une 
donnée  très  peu  différente  de  j^o  »  ou  si  à  l'une  de 
lisses  répondent  seulement  deux  ordonnées  sensi- 
:  égales  fi  j^^,;  2°  si  la  courbe  aupôintXo,  jy*o  ^  réel- 
deux  tangentes,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

<f  »a  Y      d*ud*u 
dxdy)        dx*  dy* 

Infin ,  le  point  x^ ,  y^  ne  pourra  être  un  point  de 
sèment  qu'autant  que  la  première  condition  exigée 
point  saillant  étant  remplie,  les  deux  tangentes 
►int  coïncideront  en  une  seule,  ce  qui  ne  peut  avoir 
s  qu'on  ait 

;'  d^u     '^   r/»rt  d*u  _ 
V  dxdy  /        dx*  dy* 

Théorème 2"^.  Si  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
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un  nombre  indéterminé  de  valeurs  de  a,  il  faudra  né- 
cessairement que  Ton  ait 

du  du 

Les  coordonnées  des  points  isolés ,  des  points  d^arrèts ,  des 
points  saillants  et  des  points  de  rebroussement  devront 
donc  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  équations 

du  du 

"=**'  ^  =  *''  -dj=''- 

• 

De  deux  de  ces  équations  on  tirera  les  valeurs  de  x  et 
de j",  pour  les  substituer  dans  la  troisième.  Si  un  couple 
de  valeurs  x=XQ,y=yQ  vérifie  à  la  fois  ces  trois  équa- 
tions, le  point  correspondant ,  ou  qui  aurait  x^,  et  j-^  pour 
coordonnées,  pourra  être,  mais  ne  sera  pas  toujours  un 
point  singulier. 

116.  Pour  reconnaître  la  nature  de  ce  point,  remarquons 
d'abord  que  Féquation  différentielle  première 

du  dy       du 

dy  dx       dx         * 

devenant  identique  quand  il  s'agit  d'un  des  quatre  points 
singuliers  Sont  il  est  question  dans  le  théorème  pré- 
cédent, il  faudra,  pour  obtenir  la  tangente  de  l'angle 
que  la  touchante  à  la  courbe  fait  avec  les  axes ,  recourir 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre,  laquelle,  à 

,  j.  .        cfa  du  Aj    .    , 

cause  des  conditions  -—  =  o,  -;-  =  o,  se  réduit  a 

dx  dy 

d^u  fdy^  d^u  dy       d^u  _ 

dy^\dx)  dxdy  dx       dx^ 

Supposons  encore  que  l'on  ait  ramené  à  la  forme^ =F(jr) 
l'équation  de  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  se  trouve 
le  point  singulier  dont  on  veut  connaître  la  nature. 
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cela  quel  (pie  soit  a ,  ce  qui  entraîne  les  deux  équations 

du  du 

'   dx  ^      dy 

ne ,  etc. 

ScoUe.  Si  trois  branches  de  la  courbe  venaient  à  se  réunir 
point  M ,  la  droite  PQ  couperait  la  courbe  en  trois  points 
Ht:  les  coordonnées  pourraient  être  représentées  par 

à    devrait  donc  avoir,  cpiel  que  fût  a,   non-seulement 
=  o,  Ai<  =  o,  mais  A'm  ==  o,  d'où  du  =r  o,  d^u  =  o , 

du        du 

d*u  d*a  d^u 

T — h^fl-; — r-+^*  1 —  =o. 
dx*  dxdy    ^      dy* 

'    ces  équations  ne  peuvent  subsister  qu'autant  qu'on 
à  la  fois 


twL  du  d^u  d*u  d*u 

Cx  '      dy    ,      ^      dx*  dxdy  '      dy* 

1.  général ,  on  démontrera  de  la  môme  manière  que  la 
union  de  n  branches  de  courbe  au  point  multiple  M , 
traîne  les  conditions 

du du 

dx  '     dy 

d*u  _  d*u   _  d*u ^ 

dx*  *      dxdy  '      dy* 


rf«-'a  fl?"~«a  rf"**»a 

=  0,       -: :-=0, .     •_ .  =r  o 


/ilT"-'  dx''''*dy  dy 


«—  I 


^^pielles devront  satisfaire  les coordi)nnées x^j  du|>oini 
*Xtiple  m. 
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118.  Théorème  3"^*^.  Les  coordonnées  d'un  point  d'in- 

flexion  devront  toujours  vérifier  Téquationy  =  -r-^  =  o. 

Démonstration.  Supposons  que  Fëqu&tion  de  la  comte 
ait  été  mise  sous  la  formej^=  F(ar),  la  différence  Centre 
les  ordonnées 

j  =  F(4;  +  A)  =  F(x)  +  AF'(x)  + -*1- F'^f^X.. 

de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  répondent  à  Tabscisse 
x  +  ^9  est  donnée  par  Téquation 

i^=  —  Y"{x)^ ^F*'(x)+...H ^_.F-(x  +  W). 

i.a      ^  ^       i.a.3      ^  '  1.2.3%../!      ^  ' 

Quand  h  est  très  petit ,  le  premier  terme  l'emporte  sur  b 
somme  de  tous  les  autres,  et  par  conséquent,  çntrç  les  abs- 
cisses or  çt  x  +  ^9  Fordonnée  de  la  courbe  sera  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à  cçUe  de  b 
tangente,  suivant  que  la  dérivée  seconde  ¥''{pc)  sera,  dans 
ce  même  intçrvaUe,  constamment  positive  ou.  constam- 
ment néga,tivei,  De  plus ,  la  tangente  et  la  courbe  se  tra- 
verseront au  point  (x^  y)  qui ,  dans  ce  cas,  deviendra  ub 
point  d'inflexion,  lorsque  dans  le  passage  de  x — hkx-^hy 
F"  (x)  changera  de  signe.  Or  si  la  fonction  j^  =  F  (x)  reste 
continue ,  ainsi  que  ses  dérivées  successives ,  dans  le  voi-* 
sinage  du  point  (x,  y) ,  F  "(x)  ne  pourra  changer  de  signe 
sans  s'évanouir  5  les  coordonnées  d'un  point  d'inflexion  vé- 
rifieront donc  5  dans  cette  hypothèse,  l'équation  F  ^(x)=o-. 
Pour  que  la  différence  â  change  réellement  de  signe ,  il 
faudra  en  outre  évidemment  que  des  dérivées  successive» 
f^(x)y  F"(x),  etc.,  celle  qui  la  première  cessera  de  s^éya^' 
nouir  soit  une  dérivée  d'ordre  impair.  Ainsi  pour  trouver 
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les  pointe  d'inflexion ,  on  cherchera  les  racines  communes 
aux  deux  ëqaationsy=F(x),  F''(x)±=o;  ouy*(jc,j)=o, 
y'  =  o.TJn  système  de  valeurs  x=a:o,  j"=yQ^  tiré  de  ces 
équations,  répondra  réellement  à  un  semblable  point,  si 
la  première  des  dérivées  qui  ne  devient  pas  nulle  pour 
"^=^o>T=J^o  est  une  dérivée  d'ordre  impair. 

119.  Dans  cette  discussion  nous  avons  toujours  supposé 

que  j-'  =  ^  ne  devenait  pas  infini  ou  que  la  tangente 

n'était  pas  perpendiculaire  à  Taxe  des  x.  Si  le  cas  se  pré- 
sentait ,  il  serait  facile  de  déterminer  la  nature  du  point 
dont  tes  coordonnées  x = Xq,  y  =yo  satisferaient  à  l'équiN- 

dy 
tion-^  =00.  En  effet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux 

quantités  F  {x^  +  h)  et  F  (x^  —  h)  peuvent  être  toutes 
deux  réelles,  ou  Tune  réelle  et  l'autre  imaginaire. 

I.  ${  tout^  deux  sont  réelles  et  toutes  deux  plus  gran- 
des ou  plus  petites  que  F(j:o),  le  point  en  question  sera 
im  point  de  rebroussement  de  première  espèce  *,  si  l'une 
est-plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  F  (x^ ,  le  point 
&era  un  point  d'inflexion  ; 

H.  Si  l'une  de  ces  quantités,  par  exemple  F(Xo — A),* 
est  réelle  et  l'autre  imaginaire ,  alors,  i°  siF  (Xq — h)  a 
tu&e  seule  valeur,  le  point  sera  un  point  d'arrêt^  7?  si 
F  (Xq  —  A)  a  deux  valeurs,  to-Ues  deux  plus  grandes  ou 
toutes  deux  plus  petites  que  F  {x^ ,  le  point  sera  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  \  3^  si  l'une  des  va- 
leur^ de  F(Xo  —  h)  est  plus  grande  et  l'autre  plus  petite 
qtieF(jro)9  le  point  dont  il  s'agit  sera  une  simple  limite 
de  la  courbe; 

in.  Enfin ,  si  l'une  des  quantités  F(a:o-|-/i) ,  F(Xo — h) 
OQ  toutes  deux  avaient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
valeiira%  le  point  en  question  serait  en  général  A  la  fois  et 
un  point  multiple  et  un  point  d*inflc\ion. 
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•En  résumé,  on  obtiendra  les  coordonnées  des 
singuliers  des  courbes,  en  cherchant  dans  queb 
coefficients  difTérentiels  deviennent  nuls ,  ou  infinis 
On  assignera  l'espèce  du  point,  i"  en  examinant  ce 
il  y  passe  de  branches  de  la  courbe ,  et  si  elle»  s'ét 
ou  non ,  en-deçà  et  au-delà  ;  2^  en  déterminant  1 
tion  de  la  tangente  ou  des  tangentes  corresponda 
ce  point. 
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TINGT-DEUXIEME  LEÇON. 


D  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  »a  concavité  ou  sa  oon- 
ité  vers  les  axes  des  coordonnées.  —  Analyse  d''une  courbe  on  discus- 
ide  son  équation.  —  Différentielle  de  Tare  d'une  courbe. 


!)•  Il  est  quelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une- 
Kî  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
oordonnées,  or  l'on  peut  donner  à  ce  sujet  des  rè- 
énérales  et  d'une  application  facile.       '    • 
îst  certain  d'abord  que  si  la  fonction  j^  =  F(^)?  et 
rivéej-'  =  F'(j:)  restent  l'une  et*  l'autre  continues 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  ei^tre  les  abscisses 
îux  points  donnés,   la  corde  qui  joindra  ces  deux 
5  sera  parallèle  à  l'une  des  tangentes  menées  par  les 
s  intermédiaires  de  la  courbe, 
effet ,  si  l'on  représente  par  j:  et  x+Ao:  les  abscisses 
ÎUX  points  dont  il  s'agit^  on  aura 

^^F(x  +  Ax)-F(x)^  • 

-  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x 

•de  qui  unit  les  deux  points  (x,j),  (x-|-Aa:,j^-|-4y)î 

4-  OAo:)  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  Je 

eaxe  la  touchante  à  la  courbe ,  menée  par  le  point  in- 

édiairequi  aurait  pour  abscisse  x  +  dAo:  \  la  sécante 
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•En  résumé,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  po 
singuliers  des  courbes^  en  cherchant  dans  quels  cas 
coefficients  différentiels  deviennent  nuls ,  ou  infinis ,  o 
On  assignera  Tespèce  du  point,  i^  en  examinant  coml 
il  y  passe  de  branches  de  la  courbe ,  et  si  elles  s^étenc 
ou  non ,  en-deçà  et  au-delà  -,  a^  en  déterminant  la  p 
tion  de  la  tangente  ou  des  tangentes  correspondante 
ce  point. 
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TINGT-DEUXIEME  LEÇON. 


Mdyen  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  oon- 
▼exUé  vers  les  axes  des  coordonnées.  —  Analyse  d^une  courbe  ou  discus- 
sion de  son  équation.  —  Différentielle  de  Tare  d^une  courbe. 


120.  n  est  c[uelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une- 
courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
ûes  coordonnées,  or  Ton  peut  donner  à  ce  sujet  des  rè- 
gles générales  et  d'une  application  facile.       •    • 

Il  est  certain  d'abord  que  si  la  fonction  j^  =  F(a:),  et 
sa  dérivée j^'  =  F'(x)  restent  l'une  et  l'autre  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  e^^tre  les  abscisses 
de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joindra  ces  deux 
points  sfera  parallèle  à  l'une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe. 

En  eflFet ,  si  l'on  représente  para:  et  x-+-Aj:  les  absc^es 
des  deux  points  dont  il  s'agit ,  on  aura 

^^F(x  +  Ax)-F(x)^^^  ■ 

^^  -^  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x 

^•«orde  qui  unit  les  deux  points  {oc^j)^{x+ Aj:,  y + ù^y)  ; 
^'(^  +  ÔAj:)  est  la  tangente  de  l'angre  que  fait  a¥€c-le 
^ênaeaxe  la  touchante  à  la  courbe,  menée  par  le  poiutin- 
^^^•xnédiaire  qui  aurait  pour  abscisse  x  +  ôAj:  \  la  sécante 


I 
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jusqu'à  j:  =  00,  une  seule  des  valeurs  de  j*  est  réelk,ki 
deux  autres  sont  imaginaires  ]  enfin,  à  chaque  valeur  né 
gative  de  x  répond  une  seidë  valeur  positive  de  j,  ({o 
croît  indéfiniment  avec  a:  :  3^  la  courbe  a  deux  branch 
infinies,  situées  Tune  au-dessous,  Tautre  au-dessus  d 
Taxe  des  x  :  4^  Isl  tangente  en  un  point  quelconque  fait 
avec  Taxe  des  x ,  un  angle  t  déterminé  par  Téquation 

Ungr  =-^ — ; 

y^  ^^  ax 

M 

la  tangente  est  horizontale  à  Torigine  et  au  point  qui 

3  3 

pour  coordonnées  x  =  a  I/4 ^X  =  ^ V^â  :  cette  demie 
ordonnée  est  un  maximum^  la  tangente  est  verticale  il 

rîgine  et  au  point  x  =  a  V^^j  =  a  \^i  :  5**  la  courbe 
comme  nous  l'avons  déjà  prouvé, une  asymptote  dontl 
quation  estj^=  — x  — a  :  o**  l'origine  est  un  pointdo 
ble  ;  les  deux  tangentes  en  ce  point  sont  l'une  vertical 
l'autre  horizontale  :  9^  si  l'on  prenait  pour  axes  des  co< 
données  une  parallèle  et  une  pei'pcndiculaire  à  rasyn 
tote  menée  par  l'origine,  l'équation  de  la  courbe  de\T€ 
drait 

X*{3a  -h  3x  l/T  )  =  3ax*  —  x'i/'i  ; 

à  chaque  \  aleur  de  x  répondraient  deux  valeurs  de 
égales  et  de  signe  contraire;  l'axe  des  x  serait  un  a 
principal. 

2™*^  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

y^  —  g6fl  *^*  +  I  ooa  *J7  *  —  x^  =  o. 

Cette  courbe  (Jig*  12),  1°  rencontre  l'axe"  des  x  à  Toi 
gine  et  aux  points  x  =  ±ia  kio,  l'axe  des  7  à  rorigii 
et  aux  points  j^  =zh4û  k6j  .2^  En  résolvant,  par  ra 
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màj",  on  trouve 

3®.  Depuis  j:  =  o  jusqu'à  x  =  6a,  à  chaque  valeur  de 
répondent  quatre  valeurs  de  y  égales  deux  à  deux ,  et 
5  signes  contraires  ;  depuis  x  =  6a  juscpi'à  x  =  8a . 
ordonnée  est  imaginaire^  la  courbe  n'a  qu'un  point 
ans  cet  intervalle;  depuis  x  =  8a  jusqu'à  x  =  loa, 
ordonnée  reprend  quatre  valeurs  réelles  ;  enfin ,  depuis 
'  =  loa  jusqu'à  a:  =  oo,  deux  seulement  des  valeurs  de 
sont  réelles;  la  courbe  s'étend  à  Tinfini  au-dessus  et 
iUrdessous  de  Taxe  des  x  ;  elle  est  symétrique  par  rapport 
lUX  axes  qui  sont  des  axes  principaux;  la  portion  à  gau- 
che est  entièrement  semblable  à  la  portion  située  à  droite  : 
4®.  La  touchante,  en  un  point  quelconque,  fait  avec 
Taxe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  tri gonomé trique  est 

dy       j:^  — 5o«*x 

Au  point  X  =  o,  j^  =  ±  ^a\/^ ,  la  tangente  est  hori- 
zontale; elle  est  verticale  aux  huit  points  qui  ont  pour 
coordonnées 

*=H-6fl,      7=z=±:4aV/3;      x=—&ay     XT=z±^a\/^, 
«=-h8a,     7  =  ±4aï/3;     x=— 8a,     x=àl^a\/Z: 

^°-  La  courbe  a  deux  asymptotes  passant  par  l'origine, 
T^i  est  son  centre,  et  dont  les  équations  sont  y  z=  x ^ 
y  =  —  X.  De  sorte  que  leui'  position  est  indépendante  de 
*â  constante  ou  du  paramètre  a  :  6^  l'origine  est  un  point 
double  ;  à  ce  point  la  courbe  est  touchée  par  deux  droi- 
tes faisant  avec  l'axe  des  x  des  angles  dont  les  tangentes 
'J^gonomé triques  sont   respectivement  égales  à  +  l/{^ 

^' —  ^i\  h  la  courbe  a,  de  plus,  quatre  points  d'inflexion 
P'  sont  clairement  indiqués  par  la  marche  de  ses  bran- 
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ches  ^  mais  il  serait  difficile  de  déterminer  leurs  coordoD' 
nées,  à  cause  du  degré  élevé  de  Téquation  dont  elloioD& 
racines. 

3"*«  Exemple  :  Discuter  TéquatioD 

déterminer  sa  nature  et  ses  points  singuliers  suivant  cp 
m  sera  un  nombre  pair  a/i,  ou  un  nombre  impair  a/i-f*^ 
ou  une  fraction  de  dénominateur  pair  et  de  numératO 

impair ,  ou  une  fraction   de  numérateur  pair 

de  dénominateur  impair  — — - ,    ou  enfim  une  fractl* 

-  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  h. 


^n- 


fois  impairs. 

4"»«  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

^^  —  x^  -4-  ^bx^y  =  o. 

Cette  courbe  {fig»  i3)  est  formée  de  deux  parties  sita^ 
Tune  au-dessus ,  l'autre  au--dessous  de  Taxe  des  x^  et  9 
métriques  par  rapport  à  Taxe  des  j^  ;  la  première  brand 
touclie  à  Toriginc  Taxe  des  x ,  la  seconde  a  pour  ta: 
gentc  Taxe  des^;  Torigine  est  pour  la  courbe  un  poi 
triple,  et  pour  la  branche  inférieure  un  point  de  r 
broussement;  Tune  et  l'autre  partie  ont  pour  asjmptot 
les  deux  droites 

b  b 

2  2 

qui  rencontrent  Taxe  des  j^  au  même  point  et  font,  ^v* 
Taxe  des  x,  im  angle  de  45*^. 

5"«  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

^*  +  j?^  —  O-ay^  —  ^bx*y  =  o. 
L'origine  est  {fig»  14)9  pour  cette  courbe,  un  point  tripk 
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6"**  Exemple.  Discuter  la  courbe 

i-'origîne  eilepoint  j^=o,  x=a  sont  deux  points  doubles. 
i24.  L'arc  5  d'une  courbe  y  (a:,j^)  =  o,  ouj^=F(  a:), 
oompté  à  partir  d'un  point  fixe  quelconque  A  jusqu'au 
point  M ,  est  évidenunent  une  ipnction  de  l'abscisse  x  de 
ce  point.  Cette  fonction ,  comme  nous  le  verrons  par  la 
suite,  est  très  dilScile  à  déterminer  :  on  n'y  parvient  que 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas;  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  de  sa  différentielle,  que  Ton  obtient  très  facilement 
et  dans  tous  les  cas  possibles.  En  eilet ,  considérons  sur  la 
coixrbe  (Jig^  16)  un  deuxième  point  M'  dont  l'abscisse  soit 
-3^-4— Ax,  MM!=ùs  sera  l'accroissement  de  l'arc  AM=j; 
^^  pourra  d'ailleurs  prendre  Aj:  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervaUe  la  fonction  dérivée  j^' =  F' (or)  ne 
changeant  pas  de  signe,  l'arc  MM'  soit  convexe. 

delà  posé,  menons  la  tangente  au  point  M,  elle  fera 
^vec  l'axe  des  x  un  angle  NMQ  =  r  dont  la  tangente 
^■^igonométrique,  le  ^inus  et  le  cosinus  sont 


y.±:        ' 


*^rx>longeons  enfin  cette  tangente  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre  en  N  l'ordonnée  M'P',  prolongée  s'il  est  néces- 
*^î^e.  L'arc  convexe  MmM'  est  plus  grand  que  la  corde 
^tlVl'  et  plus  petit  que  la  ligne  enveloppante  MNM';  on  a 

^ox^c 

M/wM'>MM',     M/wM'<MN+NM^ 

^  ^^^'  =  NQ  —  M'Q  =MQ  tangNMQ  — M'Q  =  y'^x  —  ^r; 

aura  donc,  en  substituant, 

T.  I.  i5 
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et  par  suite 


A  la  limite,  les  seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  de- 
viennent égaux  entre  eux  et  égaux  à 


v/" 


r  =  v^ 


+r 


1%, 


on  aura  donc  aussi 

Telle  est  donc  la  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  quel'* 
conque,  considéré  comme  fonction  de  x.  Mais  ce  que  notM^ 
venons  de  trouver  n'est  que  la  valeur  absolue  de  ds  ou  A* 

-1-;  en  effet,  V^i+y*  est  une  quantité  essenûellctoet» ^ 

positive,  tandis  que  -7-  sera  positif  ou  négatif  suivant  qi»« 

l'arc   croîtra  ou  décroîtra  quand  l'abscisse  augmenter».  9 
e'est-à-dire  suivant  que  les  arcs  seront  comptés  dans  1^ 
sens  des  x  positifs  ou  dans  le  sens  des  x  négatifs  ;  on  deyi"^ 
donc  écrire  généralement 
ds 


^=±V^i+r'%     *=±  V/"dx^  +  dx\ 

et  l'on  prendra  le  signe  -+- ,  si  l'arc  croît  avec  l'abscisse  9 
le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Corollaire  i*"".  D'après  ce  que  nous  yenoiis  de  voir, 

li 


im. 


.  =  I  ;  il  est  donc  vrai  de  dire  crue  lors^ 

qu'un  arc  de  courbe  devient  infiniment  petit,  le  rapp^^^ 

de  cet  ait  Aj  à  sa  corde  {/'Ax*  +  Aj*  devient  égal  à  V^*" 
ni  té. 

125.  Corollaire  a°*.  Désignons  par  a,  6. tes  angles  f^^ 
mes  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  paf 
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j     tangente  prolongée  dans  le  sens  de  la  corde  MM',  on  aura 
co8«  =  lim.  —  — ,     cosÇ=lim. 


ou 

C08  flt  =  —  ,      ces  b  =: 


si  dans  ces  équations  on  substitue  au  radical  K  ctr"  +^^* 
sa  Taleur  ±i  //y ,  on  trouvera 

_i-  ^  >p         t   dy 

OUI  devra  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que 
la  tangente  aura  été  prolongée  dans  le  même  sens  que 
Tarc^,  ou  en  sens  contraire.  En  effet,  si  la  tangente  est 
prolongée  dans  le  sens  de  l'arc,  cosa  sera  positif  si  Tare 
croit  et  décroît  avec  Tabscisse,  négatif  dans  le  cas  con- 

dx 
^re.  Mais  —  ,  conmie  nous  l'avons  dit,  est  au^i  positif 

d^Qs  le  prc!tnier  cas ,  négatif  dans  le  second  ;  on  a  donc 
toujours  dans  cette  hypothèse 

dx  '^  0       dy 

cos«  =  -j-,       et  par  smte      cosC  =  -^. 

Au  contraire,  si  la  tangente  est  prolongée  en  sens  con- 
traire de  l'arc,  cos  a  sera  négatif  si  l'arc  croit  et  décroit 

avec  l'abscisse ,  positif  dans  le  cas  contraire  \  mais  -—  est 

positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second;  on  de- 
vra donc  prendre 

dx  .  A  dy 

cos  tf  =  — — ;- ,     et  par  smte    cos  Q  =  — — f-, 
ds  ^  ds 


i5.  . 
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De  la  courbure ,  du  rayon  et  du  centre  de  courbure  d*ane  courbe  pUt^^ 


126.  Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  qui  {fig>  17)  toucrt» 

la  droite  AB  au  point  M.  Si  le  rapport—  diminue ,  c'e^' 

à-dire  si  le  rayon  R  augmente,  la  portion  de  laciwx^^ 
férence  qui  avoisine  le  point  de  contact  s^approchera  sa:^ 
cesse  de  la  droite  AB ,  sa  courbure  diminuera  ;  cette  coiM 
bure  serait  même  sensiblement  nulle  et  le  cercle  se  co^ 
fondrait  sensiblement  avec  la  droite  AB  si  le  rayon  R  ët9^ 

tt^ès  grand,  ou  le  rapport  --  sensiblement  nul.  Au  co^ 

traire,  si  --  augmente  ou  si  le  rayon  diminue ,  la  courbai 

du  cercle  augmentera,  il  s'éloignera  de  la  droite.  La  coiU 
bure  d'un  cercle  augmente  donc  ou  diminue  en  mèn^ 

temps  que  le  rapport  -—-^  dès^lors  il  est  naturel  de  jH^ec3 

dre  ce  rapport  pour  la  mesure  de  la  courbure. 

Soient  d'ailleurs  x,  j^  les  coordonnées  d'un  point  qui- 
conque M  du  cercle  -,  r  l'inclinaison  de  la  tangente  en  c: 
point  \  s  l'arc  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  (x^JT^ 
enfin  Ax ,  Ajr ,  Ar ,  A5  les  accroissements  que  prennes 
ces  diverses  variables  quand  on  passe  du  point  {•Xjjr)ktm 
second  point  M'  ou  (j:+ Ax,  y  +  Ay)  assez  rapprocB 
pour  que  l'inclinaison  croisse  ou  décroisse  toujours  da-  - 
l'intervalle  de  x  kx  +  ùx. 
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Cela  posé,  si  {fig»  tS)  nous  menons  la  tangente  au  point 
['  et  les  deux  rayons  CM ,  CM',  on  aura  immédiatement 

MM'  =  ±:Aj,     T'NM'=MC]V1'  =±Ar; 

(puisque  Tare  est  proportionnel  à  l'angle  au  centre 

I  courbiu*e  d'un  cercle  mesurée  par  -  sera  donc  aussi  rc- 

11 

présentée,  en  valeur  absolue,  par  le  rapport  —  ^  et  comme 
ette  courbure  et  -  sont  des  quantités  essentiellement  po- 

I  At 

itives,  il  est  évident  que  dans  l'équation  -  =  ±:  —  il 

ludra  prendre  le  signe  +  si  l'arc  s  et  l'inclinaison  r 
roissent  et  décroissent  ensemble,  le  signe  — dans  le  cas 
ontraire. 

127.  Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  non  plus  d'iui 

erde ,  mais  d'une  coiu*be  quelconque ,  le  rapport  —  ne 

era  plus  dès-lors  toujours  égal  k  une  quantité  constante 

I ,  mais  variera,  au  contraire,  d'un  point  à  l'autre  sur  la 

ourbe  dont  il  s'agit  \  l'analogie  nous  force  à  reconnaître 
ne  ces  variations  ont  quelque  rapport  avec  la  courbm*e 
e  l'arc  s.  Il  est  du  reste  évident  que  plus,  pour  une 
léme  longueur  de  Aj,  l'angle  A?  de  deux  tangentes  con- 
Scutives  ou  V angle  de  contingence  sera  grand,  plus  U 
^urbe  s'éloignera  de  la  tangente  au  point  M,   plus  sa 

ourbure  augmentera ,  et  réciproquement  ;  le  rapport  — 

it  donc  lié  avec  la  courbure  de  la  courbe ,  et  nous  pou- 
ons  appeler  ce  rapport  la  courbure  moyenne  de  cet  arc. 
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De  plus,  si  le  point  (jr+Ax,  y-^^^y)  vient  à  se  rappi 
cher  indéfiniment  du  point  (j? ,  j^),  le  rapport  ±: —  conver 

géra  en  général  vers  une  limite  déterminée  et  finie  ib  ^ 

cette  limite  c[ui ,  quand  ùjc  est  très  petit ,  est  sensibl 

égale  à  ±  -— 9  est  donc  liée  elle-même  avec  la  courbure  d 

la  courbe ,  et  nous  conviendrons  de  la  prendre  pour  nu 
sure  de  cette  courbure  au  point  (x,  y). 

128.  Aux  points  très  voisins  M  et  M^(Jig.  19),  inffnoi 1« 

deux  normales  consécutives  qui  se  rencontrent  en  C  ^  ^^b 
distance  MC  =  r  sera  sensiblement  égale,  et,  si  Ton  passe        â 

la  limite ,  rigoureusement  égale  au  rayon  d'un  cercle'  qt u 

aurait  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  noj 
maies,  et  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe, 
effet,  dans  le   triangle  MCM'  Tangle  CM'M  sera    lurï- 

même  sensiblement  droit  et  égal  à  -  ih  s,    e  étant    uiv.^ 

quantité  très  petite  qui  s'évanouit  avec  Ax  ;  de  plus,  TangE^ 
MCM'=  At  :  on  aura  donc,  en  comparant  les  sinus  de^^ 
angles  aux  côtés  opposés, 

sin(-±j)  .    _. 

\  2         y  sm  ±  Ar 


et  Ton  conclura ,  en  passant  à  la  limite  et  en  appelant  p  X^- 
limite  de  r, 

-  =  ±-- 
p  ds^ . 

or  il  résulte  évidemment  de  cette  équation  que  p  est  1^ 

fjhr> 

rayon  d'un  cercle  dont  la  courbure  serait  —  ou  qui  aurai C^ 

même  courbure  que  la  courbe  proposée.  Ce  rayon ,  porté 
à  partir  du  point  M,  sur  la  normale  passant  par  ce  point 
et  prolongée  du  côté  de  la  concavité,  est  ce  qu'on  nomme 
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c  rayou  de  courbure  de  la  courbe  proposée  relatif  au  point 
lontil  s'agît.  Son  extrémité,  q^'on  peut  regarder  comme 
e  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voi- 
sines, s'appelle  le  centre  de  courbure.  Enfin  le  cercle  qui 
a  ce  dernier  point  pour  centre ,  et  le  rayon  de  courbure 
pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  courbure  ou  cercle  oscu- 
lateur.  Il  toucbe  évidenmient  la  courbe  donnée,  puisqu'il  a 
même  normale  et  même  tangente ,  il  a  la  même  courbure 
qu'elle,  et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 

dr 

129.  La  courbure  —  et  le  rayon  de  courbure  p  peuvent 

être  présentés  sous  diverses  formes  qu'il  est  bon  de  con- 
naître. 

1°.  En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  aura 

tangr  =  ±  jr',     r  =  ± arc  tang  /', 


dr  = 

* .  ir-  ■^^ 

fis 

:=: 

ztdx\/~\ 

1  +  r"» 

et  par  suite 

,  l'équation 

1 

dr 

dr 
ds 

• 

donnera 

« 

I 

II 

-h 

y"  i 

:»o»  ^T  —  *+■ 

y  . 

d'où 

A  l'inspection  de  cette  dernière  formule  on  reconnaît  im- 
médiatement, i*'  que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayon 
de  courbure  infini  toutes  les  fois  quej-"  se  réduit  à  o  :  alors 
le  cercle  osculateur  se  transforme  en  une  droite  et  se  con- 
fond avec  la  tangente.  C'est  ce  quia  ^ieu,  par  exemple, 
pour  loiLs  les  points  d'inflexion  dans  le  voisinage  desquels 
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les  fonctions  Jf'  ely"  Testent  continues  par  rapport  à  x. 
2*^  Si  pour  un  certain  point  la  valeur  de  j^"  devenait  infi- 
nie, sans  que  la  tangente'  fût  perpendiculaire  à  Taxe  desx, 
la  courbure  serait  cUe-méme  infinie  et  le  rayon  de  cour- 
bure s'évanouirait;  3^  si  les  quantités  y',  j^'' devenaient 

toutes  deux  infinies,  la  fraction ~-^  se  présenterait 

sous  une  forme  indéterminée  ;  mais  on  pourrait  fixer  sa 
véritable  valeur  à  l'aide  des  principes  que  nous  avons  éta- 
blis; 4**  si  l'une  des  fonctions  y',  y"  devient  discontinae 
et  change  brusquement  de  valeur ,  il  en  sera  de  même  i 
rayon  de  courbure  ;  cette  circonstance  peut  se  présenter* 
par  exemple,  aux  points  saillants  d'une  courbe. 
Exemples  : 

y  z=zxl\  +  arc  tang - 
jr  =  x'  (  I  -+-  arc  tang-  ),     pour    ±  =  o. 

Si  l'on  se  rappelle  que  la  normale  N  est  égale  a 


^ 


COSr 

on  trouvera 


L  3         jy3 


î  y"  NJ 

FF' 


4         " 


on  détermine  facilement ,  à  l'aide  de  cette  dernière  éqti* 
tion ,  les  rayons  de  courbure  de  plusieurs  courbes. 
1^' Exempte: 

Ceit^  courbe  sera  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une 
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oie,  suivant  que  k*quantité  q  sera  négative,  nulle,  ou 
tîve. 

ndifférentiant  cette  équation,  on  trouve 


1»-^' 


lationp  =  ±1 -=—- donnera  donc  û  =: — .  Si  l'on  re- 

*  ^  y^y*  ^     p^ 

pour  N  sa  valeur 

N  =  v/r»+rV  =  [/>*  +  (!+  y)r*]~' 

ira  ^ 

ins  cette  formule  on  fait  x  =  o ,  il  vient  p  =  ^. 
nsi ,  dans  Tellipse ,  la  parabole  et  Thyperbole ,  le  rayon 
>urbure  correspondant  â  Textrémité  du  grand  axe, 
Textrémité  de  Taxe  réel ,  est  équivalent  â  la  quantité  ^ 
'on  nomme  le  paramètre. 

la  courbe  proposée  se  réduit  à  la  parabole^* =a^jr, 
^  =  o,et 


(     .  2^V 


"•  Exemple  :  L'ellipse  ou  ITiyperbole  —  ±'^=±i . 
trouve 


\     Il         „__  


b^  N' 


/ï>'     '-  — /A.\.' 
la) 
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puis,  en  remettant  pour  Nsa  valeuB^ 

ab  ab 

m 

Si  Ton  considère  en  particulier  l'ellipse  —  +  t7  =  *  »  ^ 
trouve ,  pour  le  i  ayon  de  courbure  à  rextrémité  de  Taxe  a. 
|0  =  —,  et  pour  le  rayon  de  courbure  à  rextrémité    ' 


a* 


l'axe  b^  p  =-r. 

3™^  Exemple  :  La  cycloïde.  Nous  avons  trouvé 

d'où 

et  par  suite , 

Ainsi ,  dans  la  cycloïde ,  le  rayon  de  courbui'e  est  doul 
de  la  normale  ;  par  conséquent  ce  rayon  de  courbure  s 
vanouit  avec  la  normale,  et  la  courbure  est  infinie  dans  U 
les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c'est-è-d 
dans  tous  les  points  de  rebroussement,  tandis  c[u'à  chac 
des  sonmiets  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  dou 
du  diamètre  du  cercle  générateur. 

150.  Si  l'on  cesse  de  prendre  l'abscisse  x  pour  varia 
indépendante,  on  trouvera 

-A^^y  '        _i_  ^y 

'*°«'"  =  =^^'     *  =  ±  »r<=  t«°g ^ . 
//r  =  d£       .  ,    .    / ,      .     ds=±:\/dx*+dx\ 
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dr 


Téquation  -  =  ±  -r- donnera 


I  ^^^.dxd^y^^dyd^x .   dxd^y-^dyd^x 

^  {dx-^dy-y 

ins  le  cas  particulier  où  Ton  prendra  Tare  s  pour  varia- 
?  indépendante,  Téquation  dx^  +  dy*  =  ds*  donnera 

dx  d*x  -I-  dyd*y  =  6 , 

*on  en  conclura 


- d^x^dxd^y^dyd^x  __        \/(d*xy+{d^yy 

""        dy^     dx*  +  dy*        ""  \/dx*  +  dy\ 


aura  donc  dans  ce  cas 


p""         ds^        "~L\^v     v^vJ* 

tSl.  Lorsqu'on  veut  appliquer  ces  formules  à  la  déter- 
Cïation  du  rayon  de  courbure  d'une  cdurbe,  il  faut 
Kimencer  par  exprimer  les  différentielles  dx,  d*x,  dy, 
^j  en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  différentielle 
^  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
àque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce , 
'on  emploie  la  formule  générale  que  nous  allons  établir. 

Soit  M  =  y*  (a:,^)=o,  l'équation  de  la  courbe  donnée  : 
aura ,  en  différentiant  deux  fois , 

du   .         du 

lu  .-     .   du  ,^  fd^u  ,       .    id^u  ,    ,     .  d'^u   ,     N 

te  dy     ^  \dx^  dxdy  dy*    ^    /' 
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et  par  conséquent 


»\« 


dy dx dyd^x — dxd  ■/ ^_.  [dx  *  +  efy  *) 


T» 


—  —         — rf»JC-f 

dx  dy      dx  dy 


{dx^'\'dy^y         /du  ^       .  di^     '^ 

LUJ  +U;  J 


fê)-Kl)-] 


otV^' 


iir4r 


<««lr4 


4r' 


} 


En  substituant  dans  la  valeur  dé  p  et  remplaçant  les  dl 
férentielles  dx^  dy^  par  les  quantités  proportionnelle^ 

-r  »  "—  -7-9  on  trouvera  définitivement 
dy        dx 

fdu\'  ^*^,^     ^«*^«  ^*««-  ^,fdu\*d*u 
I  j^\f^/    ^*         dxdydxdy        \dxj  dy* 


-=:±: 

P 


[(ê)- 


^y  J 


Si  les  variables  x,  j"  étaient  séparées  dans  Téquation 
u  =  o,  c'est-à-rdire  si  la  fonction  u  se  composait  de  deux 
parties,  dont  Tune  renfermât  la  seule  variable  x,  et  Tau- 
tre  la  seule  variable  j^,  on  aurait 


d*u 
dxdy 


z=  o 


et 


fdu\*dUi   ,(du yd*u 

I       ^\^)dx*'^\dx)dy* 
-=3; j— 

o 


m -mi 

Si  Ton  applique  cette  formule  aux  courbes  citées  plus  haut , 
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dr 


et  l'équation  -  =±  -7- donnera 

I  ^_ ^.   dxd^y ^^dyd^x ^,   dxd^y^^dyd^x 

-— ±  F"  — ^  d^  • 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prendra  Tare  5  pour  varia- 
ble indépendante,  Téquation  dx^  +  dy*  =  ds*  donnera 

dx  d*x  '+'  dyd^y  =  6 , 
et  Ton  en  conclura 

d^X  _  ^  d^x^jixd^y  —  dyd^x i/'(</'x) '+(</'/)' 

dx   ~        ~dj^     dx^  +  dy^        ""  \/dx^^dy^     ' 

on  aura  donc  dans  ce  cas 


/»  ^*         ""L\^v     \^v  J  ' 

i51.  Lorsqu'on  veut  appliquer  ces  formules  à  la  déter- 
mination du  rayon  de  courbure  d'une  c()urbe,  il  faut 
commencer  par  exprimer  les  différentielles  dx^  d^x,  djr, 
d*y,  en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  différentielle 
delà  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce , 
51  Ton  emploie  la  formule  générale  que  nous  allons  établir. 

Soit  u  =  f  (x^y)=Oj  Téquation  de  la  courbe  donnée  : 
on  aura ,  en  différentiant  deux  fois , 


du   .         du 

^u       .        du  ^.  /'d*u  ,  2rf»tt  ,    ,        d^u   .      \ 

€i*x  +—d*y  =  —  l  ^-^dx*  +  '-—-dxdy'^-r^dy* 
^ dy     '  \dx^  dxdy       -^^dy*    ^    i 
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Cela  posé ,  i"  la  droite  M.M'  qui  joindra  les  eTtrémiiését 
ces  longueurs,    sera  sensiblement  perpendiculaire  â  II 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à  la  courbe.  En  effet, 
en  appelant  a, ,  ë|  les  angles  que  cette  droite  fait  arec  les 
axes  des  x  et  àesjr\  a,  ê  les  angles  de  la  tangente  avec 
ces  mêmes  axes ,  on  a 

COStf,  cos^, 

OU ,  à  très  peu  près , 

cos  «I         cos  Cx 

ds^  ds* 

on  a  d'ailleurs  rigoureusement 

cos«        cosC 
dx    "^    dy  ' 

De  plus,  en  dîfférentiant  Téquatibn  dx*  +  dy*^=:ds^^  cl    ' 
regardant  Tare  s  comme  variable  indépendante ,  on  aiU^ 

dxd^x -{' dyd^y  "znOy 

et  en  substituant  pçur  dx^  dy^  cf'x,  d^y^  les  quantité 
proportionnelles         ^ 

cos«,     cos  ^,     cos«, ,     cosC,, 
cosct  cos  «1  +  cosC  cosCj  =  o  : 

or  ceinte  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M, 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  ;  donc,  etc. 
2°.  Si  nous  appelons  à  la  longueur , M,M' ,  nous 

/=T[(^r +  .)•+(£?  +  ,)•]* 

et  par  suite 

I 
7  =  lim. 


I» 


[(£?)■+(£?)■/     ^' 
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n  prenant,   comme  nous  Favons  supposé,   Tare  5 

iriable  indépendante ,  et  désignant  par  p  le  rayon 

rbure,  on  a 

I 


P  = 


[m<mf 


a  donc 

P  =  Km. 


iséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une' 
ï  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette 
i  et  sur  sa  tangente  prolongée  dans  le  même  sens , 
igueurs  égales  et  infiniment  petites ,  et  de  diviser 
•é  de  Tune  d'elles  par  le  double  de  la  distance  com- 
entre  leui^  extrémités;  la  limite  du  quotient  est  la 
'  exacte  du  rayon  de  courbure. 
vllaire.  En  appelant  X,  |x  les  angles  que  fait  avec 
»s  la  normale  à  la  courbe,  au  point  x^y,  et  remar- 
que ces  angles  sont,  comme  on  vient  de  le  prouver, 
lement  égaux  à  «i ,  61 ,  ou  sont  les  limites  des  deux 
«1 ,  61,  on  trouvera  rigoureusement,  en  prenant 
'  pour  variable  indépendante , 


OSA 

COS/M 

ds^ 

-  + . 

1 

^^^ 

ds* 

s/it 

0- 

i 

suite 

COS  A 

,     rf*x 

COS^ 

=  ±r 

d^y 
ds* 

=  =c:p, 


K  Le  centre  de  courbure  correspondant  à  un  point 
) ,  sera  placé  par  rapport  à  ce  point  du  côté  des  y 
fs,  ou  du  côté  desy  négatife,  suivant  que  la  valeur 

pport  — ,  T  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  demi- 
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Cela  posé ,  i"  la  droite  M,M'  qui  joindra  les  extrëmitësde 
ces  longueurs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  k  la 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à  la  courbe.  En  effet, 
en  appelant  a, ,  6.  les  angles  que  cette  droite  fait  avec  les 
axes  des  x  et  àesjr\  a,  ê  les  angles  de  la  tangente  avec 
ces  mêmes  axes,  on  a 

cos  «I  cos^i 

OU,  k  trè?  peu  près, 

cos«i        cos  Ci 

ds*  ds^ 

on  a  d'ailleurs  rigoureusement 

.  cos«        cosC 
dx  djr 

De  plus,  en  difierentiant  réquatfon  dx*  +  ffy*  =  fls*j  et 
regardant  Tare  s  comme  variable  indépendante ,  on  aura 

dxd*x -{' djrd^jr  :=:o, 

et  en  substituant  pçur  dx^  djr,  cf'x,  dy^  les  quantités 
proportionnelles  ^ 

cos«,     cos  C,     cos«,,     cosC,, 
cosct  cos  »i  +  cosC  cosCj  =  o  : 

or  cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M, M' 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  ;  donc,  etc. 

2°.  Si  nous  appelons  â  la  longueur  M,M',  nous  aurons 

et  par  suite 

I 
7  =  lira. 


I» 


[(^)"+(^)T     ""' 
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détermination  analytique  du  centre  de  courbure. — Théorie  des  déreloppées 

et  des  développantes. 


154.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane 
correspondant  au  point  (x^y)^  et  |,  yj  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  :  ce  centre  n'étant  autre  chose  que 
'extrémité  du  rayon  p  porté  sur  la  normale  à  partir  du 
point  (x,  y),  et  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  ses  cooïdonnées  |,  m  vérifieront  l'équation  de 
A  normale  ;  on  aura  donc  * 

{i  —  x)dx'\-{n—y)dy  =  o, 
^  de  plus 

^   tire  de  ces  équations 

*Cy  dx  V^dx»  +  dy^  ^' 

'^*  ayant  égard  à  l'équation  -  =  ±  — ,   et  se   rappelant 

^e  le  centre  de  courbure  sera  situé  par  rapport  au  point 
*^  >j),  du  côté  des  y  positifs  ou  négatifs,  ou  que  la  dif- 

^ï*€nce  j'  —  m  sera  négative  ou  positive,  suivant  ^e  — 

^^a  une  quantité  positive  ou  négative ,  et  que  par  consé- 

t^cnt  y —  >î  et  —  sont  des  quantités  de  signes  contraires, 

T.  I.  i6 
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on  trouvera 


< 


dx 


I 


I!  ^         V 


dx 


Ces  deux  équations  serviront  dans  tous  les  cas  à  détermi- 
ner les  coordonnées  ^ ,  y?  du  centre  de  courbure.  Si  Ton 
prend  x  pour  variable  indépendante ,  on  aura 


dx 


__     y 


// 


dr        dr  dx 


?— 


i+^y^*'     dy       dxdy 


ï         y 

-X 

y 


// 


Si  Ton  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendant 
Téquation  tang  t  =  j''  donnera 

rfr  *j^y       dxd^jT'^^dfd^x 


^  f 


dr  = 


I  +tang*r 


dxd^y  —  dyd*x       dxd^y-^dyd^x 
dx*  dx*  H"^* 


V 

et  par  conséquent 

.                    .        £ir*  +  rfr*                           .        dx^-^dy^ 
l^x:zz^^dy^, —  ,     ,     ,    9 — y=dx 


dxd*y  ^  dyd*x 


dxd*y — dyd\ 


Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  d^tt  et    B- 
seconde  par  d}y^  et  ajoutant,  on  trouverait 

^       ({  —  x)d*x  H-  (9  —7)  d*y  =  dlr»  +  rf/»  =  ds\ 

ou        • 

.^  .  rf*jr    ,    ,  .d*y         ^ 


lif' 


rff^ 


Il  serait  facile  d'établir  directement  cette  équation,  qu* 


* 
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eut  mettre  sous  la  forme 


ds*  P        ^  ds* 


P-rr=  '•* 


«.       l^x         9— r      .     .  d*x         d^r 

t     eflet,  -^  et  — ^  - ,  amsi  que  p  —,  p  —,  expn- 

^Yit  également ,  lorsqu'on  prend  Tare  s  pour  variable 
dépendante,  les  cosinus  des  angles  X,  fz  que  la  normale 
olongée  vers  le  centre  de  courbure  fait  avec  les  axes  ; 
sorte  que  Féquation  précédente  se  réduit  à  Téquation 
^Kitique 

cos  *A  -f-  cos  '^  =:  I . 

LXis  le  cas  particulier  où  Ton  prend  Tare  s  pour  variable 
1  ^pendante,  les  équations 

^  d*x  dW 

S— x=p  co»A=p»  — ,     n  —  x  =  p  cos^  =p»  ^, 

^-inent ,  en  mettant  pour  p  *  sa  vajeur  (n®  130) , 


(-•  = 


KdFj-^Ki^) 

"~~*-(rf'x)*+{rf«^)«     *'    '     ■^-(rf-*)'H-(d»j.).''*-^- 

'ISS.  On  peut  enfin  parvenir  à  des  équfttjons  qui  ex- 
*îment  immédiatement  les  coordonnées  du  centre  dé 
►'^rbure  au  moyen  des  coordonnées  x,  y  et  des  dérivées 
i^rtielles  de  Féquation  de  la  courbe,  ii  =  o.  En  effet,  les 
fiiations 

du  du, 

\^—x)dX'\-{n—y)dy=o,     _-^x+— <r=o, 

*^nnent 

i—x  _  n—r _(\—x)d^x^[n—y)d^y 

du     """    du  du  .       n   du 

€lx  dy  dx  dy 

l6.. 
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mais  nous  avons  trouvé 


du  ,       ^  du  .^  (  d^u  ,  , 

—  d-x^—d-y=—[-—dx- 


a  -^-^-dxdy-^r-j-^ày^], 


dx  dy  \dx*  dxdy  dy 

({— :c)rf>.tr  4-  (i,.—  y)d^y^dx^  +  rfj>; 


on  aura  donc  aussi 

t— ^  _  n  -—y  _ 
du  dw 

dx  dy 


dx^  +  dy^ 


d*u   ,  d*u    ,    ,     .   </*«  , 

-  ûte *  +  2  ,    ,   dxdy  A-  -r — tfr* 


dlr 


puis,  eçL  substituant  aux  différentielles  dx,  dy  les  quantités 
^ ,  —  ^  qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles, 
on  trouvera 


m*m 


fdu\*d^        dudu  d^u       f  du\^  d*» 


dxdydxdy      \dxj  dy 


.  » 


1  r 


[<mm 


lorsque  dans  Téquation  u=o  les  variables  i:,  y  sont  sép^' 

d*u 
réesj  on  a  ^_y   =  o ,  et  la  formule  précédente  se  réduit:    » 


dxdy 


i — ^      V — y 


du\* 
dx 


hm 


'dx 


du 
d? 


/dnX^d^u^        /du\^d*u 
[d^J  d^'^\di)  IP 


[( 


duy 


dxj       \ 


mi 


Au  moyen  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  deux  foniiule^=^) 


^ 
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^n  déterminera  immédiatement  les  cooitlonnées  ^ ,  y}  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,  jr)  çt  le 

ï^^yon  de  courbure  p. 

136.  Nous  avons  trouvé  que  les  coordonnées  et  le  rayon 

^e  courbure  vérifiaient  toujours  les  trois  équations 


+  (i  —  x)^*r  —  dx*  —  df*  =  G, 

suffisent  pour  déterminer  ces  trois  inconnues  en  fonc- 
On  de  X,  y.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  Ton  re- 
"^Ouve  la  deuxième  et  la  troisième  équation  lorsqu^on 
^fiérentie  la  première  et  la  deuxième ,  comme  si  les  deux 
^connues  ^ ,  y?  ,  étaient  des  quantités  constantes. 

Lorsque  le  point  (pc^jr)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe 
l^onnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps, 
^i  le  premier  point  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
'Ourbe  dont  il  s'agit,  le  deuxième  décrira  une  nouveUe 
tourbe.  Or  pour  obtenir  l'équation  de  cette  dernière,  il 
uffira  évidemment  d'éliminer  x^y  entre  l'équation  u  =  o 
il  deux  des  équations  qui  déterminent  |,  y?,  par  exemple, 


I— <r>ir4-(^f— /)rfr=o,  ({ — x)d*x+(9>^jr)d*x — dx* — fl[r*=0, 

m  (n«  135) 

i — ^  _  1 — y  __ 

du  du 

dx  djr 

Li^équation  résultant  de  l'élimination  ne  renfermera  plus 
]ue  les  deux  variables  ^ ,  y?  et  représentera  précisément  la 
ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  ie 
courbure  de  la  courbe  donnée.  En  supposant  que  x  ^y  ^ 
dxj  dy^  d^Xy  d^y^  etc. ,  tiennent  la  place  de  leurs  va- 
leurs en  ^ ,  y?  dans  les  équations  (a) ,  ces  équations  appar- 
tiennent évidemment  à  la  ligne  lieu  de  tous  les  centres 
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de  courbure;  les  difTérenti  elles  de  ces  équations  lui  appar- 
tieedront  donc  également.  Or,  si  Ton  diiTérentie  les  deux 
premières,  et  si  Ton  supprime  les  termes  qui  s'évanoois^ 
sent  en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  trouvera 

celte  dernière  équation  exprime  que  les  tangentes  menées 
à  la  courbe  donnée  par  le  point  (j^ ,  J^) ,  et  à  la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (| ,  yj) ,  sont  perpendiculaires  entre 
elles  ,  ou  que  la  normale  à  la  courbe  donnée  est  parallèle 
à  la  tangente  à  la  seconde  courbe.  Par  conséquent,  le 
rayon  de  courbure  qui  coïncide  avec  la  normale ,  et  vient 
aboutir  au  point  (J,  y?),  sera  en  ce  dernier  point  tangent 
à  la  seconde  courbe. 

De  plus ,  si  l'on  nomme  a  l'arc  de  cette  i^uvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  | ,  tj  ,  on 
aura 

f 
et  Ton  tirera  des  équations 

({  —  x)di'\-{n  — x)  ^1  =  pdP^ 


{ X         9 y  p»  y  p 

—     *   — ±- 

On  trouvera  par  suite 

dp=:dzd<r^      d(:^:^(r)  =o, 

OU  en  faisant,  pour  plus  de  commodité,  p-Zf<j=z(f(x)^ 
La  dérivée  de   la  fonction  (f(x)  étant   toujours  nulle  ^^ 


V 
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cette   fonction  sera  constante  et  son  accroissement  tou- 
jours égal  à  zéro,  puisque  l^on  a 

on  a  donc  enfin  Ap  qp  Aa  =  o,     Ap  ==  ±:  Aa.  ^ 

Cette  équation  prouve  que  l'arc  Aa  renfermé  entre  deux 
points  de  la  nouvelle  courbe  est  égal ,  au  signe  près ,  à  la 
difierence  d^  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ces 
deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre  « 
de  Téquation  Ap  =  ±  Aa  sera  le  signe  du  deuxième  mem^ 
bre  des  équations 

di L.i— ^      ^f ui  —  J" 

~7~  —  -^  »      ~j~  —  ^        I      • 

fia-  p  (la-  p 

Les  premiers  membres  —,    —sont  les  cosinus  des  angles 

que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  pro- 
longée dans   le  sens    de  Tare  a^  les  seponds  membres 

,   —  sont  les  cosinus  des  anfi^les  que  fait  avec  les 

mêmes  axes  le  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x ,  ^)  au  "* 
point  ^ ,  y?  ;  on  en  conclura  facilement  que  Tare  a  et  Iç 
rayon  p  croîtront  simultanément  ou  que  Ton  aura  Ap==AGy 
si  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  prolongée  dans  le  sens 
de  Tare  a ,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  p^  mais  avec  le 
prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du  point  | ,  >3 ,  tandis 
que  dans  Thypothèse  contraire  le  rayon  p  venant  à  croître, 
Tare  a  diminuera,  et  Ton  aura  Ap  = — Aa. 

137.  Cela  posé,  concevons  (fig»  ai)  qu'un  fil  inexten- 
sible, fixé  par  une  de  ses  extrépiités  fz,  et  d'une  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  p,  soit  d'abord  appliqué 
sur  ce  rayon  -,  puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu 
vienne  à  se  mouvoir  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroulcî 
sur  l'arc  ±  Aa  compris  entre  le  point  [x  on  (|,  m)  et  le 


« 


♦* 


«    ■• 
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point  jx'  OU  ($  +  AÇ ,  yj  +  A»?).  L'autre  gartie  qui  restera 
droite  élitouchera  la  nouvelle  courbe  CC  au  pointai',  aura 
é^demment  la  loijgueur  du  rayon  de  courbure  k  ce  point  <, 
piukque  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

et  par  conséquent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïnci— 
'  ^it  d'abord  avec  le  point  Mou(a: ,  y)  coïncidera  actuelle— 
ment  avec  le  point  M' ou  (x-^^Axyj  +  A^  situé  sur  la. 
courbe  AA'^  comme  notre  raisonnement  subsiste,  quelli? 
que  soit  la  longueur  de  l'arc  Aa,  nous  devons  en  conclura 
que  le^'fil  inextensible,  en  même  temps  qu'il  s'enroula 
sur  La  nouvelle  courbe,  décrit,  par  son  extrémité  mobile  ^ 
la  courbe  donnée. 

•  ^   La  même  courbe  se  trouvera  encore  décrite ,  mais  en 
iens  contraire,  si ,  après  s'être  enroulé  sur  l'arc  ±  Aa,  le 

^  fil  se  oleut  d^manière  à  revenir  à  sa  position  primitive. 
Dans  ce  mouvegient,  la  portion  du  fil  qui  s^était  appH- 
qùée  8i#  l'are  zb  Aa  se  développera  de  nouveau  en  ligne 
droite.  On  appelle  déi^eloppée  d'une  courbe  donnée  AA', 

'  la  courbe  CC  dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite 

,  .    sur  le  rayon  de  courbure  de  la  première,  et  qui,  comme 

nous  venons  de  l'expliquer,  peut  servir  au  tracé  de  la 

courbe  donnée  AA'.  Au  contraire ,  la  première  courbe  dé- 

..  cri  te  par  l'extrémité  mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde 
est  la*  dév^eloppante  de  celle-ci . 
-^        138.  i'*  Application.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trou- 
*        ver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cycloïde ,  repré- 
^  sentée  ^ar  le  système  deç  équations 

X  =  R(4^  — sini»)^     y  =.R(i  —  co^ip), 

*"     nous  prendrons,  pour  éliminer  x ,  j^,  les  deux  équation» 

djr  dx 


«' 
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cette  fonction  sera  constante  et  son  accroissement  tou- 
jours  égal  à  zéro ,  puisque  l'on  a  i 

on  a  donc  enfin  Ap qp  Aa  =  o,     Ap  =  ±i  Aa.  ^ 

Cette  équation  prouve  que  Tare  Aa  renfermé  entre  deux 
points  de  la  nouvelle  courbe  est  égal  f  au  signe  près ,  à  la 
différence  d^  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ceâ 
deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre  % 
de  Téquation  Ap  =  ±:  Acr  sera  le  signe  du  deuxième  mem^ 
bre  des  équations 

do-  fi  (Ît  p 

Les  premiers  membres  -p- ,    -j-  sont  les  cosinus  des  angles 

dr      do' 

que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  nouvelle  courSe  pro- 
longée dans   le  sens    de  Tare  (j\  les  s^onds   membres 

,  —  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 

mêmes  axes  le  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x ,  y)  au  * 
point  ^,  y?;  on  en  conclura  facilement  que  Tare  a  et  Iç* 
rayon  p  croîtront  simultanément  ou  que  Ton  aura  Ap=Ac7, 
si  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  prolongée  dans  le  sens 
de  Tare  a ,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  p,  mais  avec  le 
prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du  point  4 ,  yj ,  tandis 
que  dans  Thypothèse  contraire  le  rayon  p  venant  à  croître,     ^ 
Tare  a  diminuera,  et  Ton  aura  Ap=: — Aa.  « 

137.  Cela  posé,  eoncevons  {fig-  ai)  qu'un  fil  inexten-  •  . 
sible,  fixé  par  une  de  ses  exirépiités  ft ,  et  d'une  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  p,  soit  d'abord  appliqué 
sur  ce  rayon  -,  puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu .        «, 
vienne  à  se  mouvoir  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule 
sur  l'arc  ±  Acy  compris  entre  le  point  [>.  ou  (|,  yj)  et  le 


fi 


1 


a5o  CALCUL    DIFFÉRElfTlBL. 

cycloïde  donnée ,  nous  en  conclurons  qu'une  cycloïde  a 
pour  développée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  el 
de  mêmes  dimensions  dont  les  points  de  rebroussement 
coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième ,  et  que  la  base  de  la  deuxième  cy- 
cloïde se  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 
y=.  —  aR.  U  serait  facile  d'établir  les  équations 

{  =  x+!iRsiD«,      ^=— >^, 

en  partant  du  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  x.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  M^  CAéT*  22),  c'est-à-dire 

le  point  qui  a  pour  coordonnées ,"^- ,  coïncide 

avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur  dont  l'ordonnée  (ist  nulle  et  dont  l'abscisse  est 
Rft)  =  x-f-  R  sînci).  On  a  donc 

^  =  d:-f- Rsin«,     =^— î —  =  0, 

d'où  l'on  déduit  inmiédiatement  les  équations  cherchées- 
On  peut  même,  sans  recourir  à  ces  formules ,  et  à  Taidc 
du  seul  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la  courbe  qui  sert  de  développée  à  la  cycloïde* 
Pour  y  parvenir,  décrivons  {^fig^  22)  avec  le  rayon  R- 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l'axe?' 
des  y,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  jr, 
et  qui  touchent  ce  dernier  axe  à  l'origine  des  coordonnées. 
Concevons  ensuite  que  l'on  fasse  rouler  ces  deux  cercles,  - 
le  premier  sur  l'axe  des  x ,  le  deuxième  sur  la  droite  pa — 
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allèle^  =  —  aR ,  de  manière  qu'ils  ne  cessent  pas  d'a- 
'oîr  Taxe  des  x  pour  tangente  commune.  Les  rayons  qui 
lans  le  premier  instant  aboutissaient  à  Torigine  des  coor- 
Lonnées ,  tourneront  autour  des  centres  des  deux  cercles 
ît  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux ,  d'où  il  ré- 
iulte,  1**  que  ces  rayons  CM  et  yfx  seront  toujours  paral- 
èles;  a**  que  la  droite  Mjjl  qui  joindra  leurs  extrémités, 
passera  par  le  point  de  contact  et  sera  divisée  en  ce  point 
511  deux  parties  égales.  Or  la  partie  MN  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  delà  cycloïde 
proposée  que  décrira  le  premier  rayon  \  donc  le  rayon  de 
courbure  de  cette  courbe  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière  M|ui,  et  le 
centre  de  courbure  avec  l'extrémité  du  second  rayon  y/i, 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  développée  de 
la  même  courbe  sera  précisément  la  seconde  cycloïde  dé- 
crite par  cette  extrémité. 

Corollaire,  L'arc  Afz  de  la  cycloïde  est  égal  au  rayon  de 
courbure  M/x ,  et  par  conséquent  la  demi-cycloïde  entière 

AA'  =  AD  =  4R.  En  général,  Afx  =  a  =  aV/aRj-,  la 
cycloïde  est  une  courbe  rectifiable. 

2™*  ^application.  Considérons  l'ellipse  représentée  par 
l'équation 

iT  +  F  =  '' 


OU 


U-=L  -\    +7 I    =0, 


d' 


ou 


dti        X        du        y        d*u         i 

d*u         I  d*u 

d^^'P*     d^'^V 

ly)    dP'^ydx)    5jr»"~â»ï^\^       ^/       fl^ 


a5o  CALCUL    DIFFÉRElfTlBL. 

cycloïde  donnée,  nous  en  conclurons  qu'une  cycloïde  a 
pour  développée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  et 
de  mêmes  dimensions  dont  les  points  de  rebroussement 
coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  qiie  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième,  et  que  la  base  delà  deuxième  cy- 
cloïde se  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 
y=-  —  aR.  U  serait  facile  d'établir  les  équations 

en  partant  du  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  x.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  M^  {J^S-  2^)»  c'est-à-dire 

le  point  qui  a  pour  coordonnées ,'^ ,  coïncide 

avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur  dont  l'ordonnée  «et  nulle  et  dont  l'abscisse  est 
Rft)  =  jr-f-  R  sînci).  On  a  donc 

^  =  x -f- R siniw ,     ^—^ —  =  0, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  les  équations  cherchées. 
On  peut  même,  sans  recourir  à  ces  formules ,  et  à  Taide 
du  seul  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la  courbe  qui  sert  de  développée  à  la  cycloïde. 
Pour  y  parvenir,  décrivons  (^fig*  22)  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l'axe 
des  y,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x  ^ 
et  qui  touchent  ce  dernier  axe  à  l'origine  des  coordonnées. 
Concevons  ensuite  que  l'on  fasse  rouler  ces  deux  cercles, 
le  premier  sur  l'axe  des  x ,  le  deuxième  sur  la  droite  pa- 
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iroir  élevé  chacun  des  deux  membres  à  la  troisième  puis- 


mce,  on  en  tirera 


-'i.-'i-<ÈmHi)><^t 


par  suite 


i  conclura  aisément  de  ces  équations,  que  la  développée 

Tellipse  {/ig'  23)  est  une  courbe  fermée ,  divisible  en 

L2itre  parties  superposablcs  par  deux  axes  qui  coïncident, 

Dune  ceux  de  l'ellipse ,  avec  les  axes  coordonnés  et  qui 

ocontrent  cette  développée  en  quatre  points  dont  les  dis- 

oces,  à  Torigine,  sont  A  et  B.  Ajoutons  que  chacune  de 

»  parties  de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencon- 

^nt,  et  qu'en  conséquence  chacun  des  points  de  rencontre 

>  a\  6 ,  6^,  est  pour  cette  courbe  un  point  de  rebrous- 

:xnent.  Les  rayons  de  courbure,  aux  sommets,  sont  re- 

,        ,  .  b*       a* 

résentés  respectivement  par  —  et  -j-, 

3"*  Application  :  à  l'hyperbole  —  —  tt  ^^  ^  • 
On  reconnaîtra  que  l'équation  de  la  développée  se  ré- 
mt,  en  posant  A  = ,  d  =  — r — j  a 

l-)-(i)='«-[-(ë-^)]'=-"r.-^. 

t  l'on  conclut  de  ces  équations  que  la  développée  de  l'hy- 
erbole  (fig»  24)  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini ,  qui 
B  trouve  divisée  par  les  axes  des  coordonnées  en  quatre  par- 
ies égales,  et  qui  se  compose  de  deux  branches  séparées, 
lont  chacune  a  un  point  de  rebroussement  situé  sur  le  pro- 
ongement  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole,  à  la  distance  A  de 
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Torigine.  Le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  Taxe  réel 
est  égal  a  — . 

\^^ Application  :  à  la  parabole  j^'  =:  2.px^ 


d'où 
du 


du 


d^u 


d^u 


d^u 


X   ~^'   dy^^^'  dx-^""'  dy--~^'  dxdy 


=o; 


donc 


p  y         p  p 

y^  i — p  1  L 

«  =  — ^»    "^"^"T""'   y  —  —p'^'' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  j^  =  ipx^  on 
trouvera 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  développée  {fig*  ^5) 
s'étend  à  Tinfini  du  côté  des  x  positives,   qu'elle  a  pour 
axe  l'axe  de  la  parabole  et  qu'elle  rencontre  cet  axe  en  k 
touchant  au  point  dont  l'abscisse  est  p.  Ce  point  est  oP 
point  de  rebroussement  \  si  l'on  y  transporte  l'origine  des 
coordonnées  en  changeant  Ç  en  Ç  +  A^  »  l'équation  de  1^ 
développée  deviendra 


2 


3 

5)V 


l  2 


et  il  en  résulte  que  toute  parabole  du  second  degré  a  poi*-^ 
développée  une  autre  parabole  du  degré  f  ou  | . 
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liu  contact  des  courbes.  —  De  l^ordre  de  ce  contact. 


{  39.  Ou  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles  ont 
point  de  commun  et  une  tangente  commune.  De  plus , 
sque  deux  courbes  A"B",  A'B'  touchent  la  coiu'be  AB  au 
^me  point  M ,  la  courbe  A'  B' ,  qui  passe  entre  les  deux 
ires,  est  regardée  comme  ayant  avec  la  courbe  AB  un 
itact  plus  intime  que  la  courbe  AIB".  Les  géomètres 
tinguent  ainsi  des  contacts  de  divers  ordres ,  que  Ton 
rvient  facilement  à  définir  au  moyen  de  la  considération 
I  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées. 
Soient  j'  =  F(jc),  y  =  f(jc)j  les  équations  de  deux 
orbes  rapportées  à  des  coordonnées  rectangulaires.  Sup- 
sons  que  x  soitTabscisse  d'un  point  commun  à  ces  deux 
urbes  *,  les  ordonnées  correspondantes  à  une  abscisse  voi-* 
i.e  X  -h  A  seront  respectivement 

T)  +^F'(x)  +  -^  F» +  — ^  FC.)(x) 


.  i 
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Si  elles  ontuue  tangente  commune  au  point  x^y^  onam 
en  ce  point,  non-seulement  F(x)  =  f{x)t  mais  encore 
F'(a:)  =  f\3c)  j^^et  il  sera  certain  qa^aucune  autre  ligne 
y  =  ç(jc)  ne  pourra  passer  entre  les  courbes  proposées,  à 
moins  que  Ton  n'ait  également  (f\x)=F^(x)  =zf(x).  En 
effet,  la  différence  entre  les  ordonnées  des  deux. courbes 
proposées  correspondantes  kx-^-h  peut  être  exprimée  par 

[F"(x+eA)-/"(x+e.À)]il, 

tandis  que  si  la  condition  dont  il  s'agit  n'avait  pas  lieu, 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  troisième. courbe  et 
celle  de  la  première  serait  exprimée  par 

1 

1 
[F'(x  +  eh)  —  <p'{x+  6'h)]h. 

Or  il  est  visible  que  quand  h  est  très  petit,  la  seconde  dif- 
férence est  plus  grande  que  la  précédente;  donc-lk  €Oiul)e 
y  =  (f(x)  ne  passe  pas  entre  les  deux  premières. 

On  dit  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun  et  pour 
lesquelles  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  a  la 
même  valeur  en  ce  point ,  qu'eHes  ont  entre  elles  un  con- 
tact du  premier  ordre. 

140.  Admettons  maintenant  que  pour  les  deux  conriies 
proposées  les  coefficients  différentiels  des  deux  premiers 
ordres  aient  des  valeurs  communes,  la  différence  des  or- 
données de  ces  courbes  qui  répondait  à  l'abscisse  x  +  h^ 
sera  exprimée  par 

-^  [  F-(*  +  SA)  -/"(x  +  fl'A)] , 

I    •  7<  a  O 

tandis  ^que  pour  une  troisième  courbe  y  =  ^{x)y  qui  "^ 
satisferait  pas  à  la  même  condition,  mais  qui  toucher*^ 
cependant  la  première ,  la  différence  des  coordonnées 
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rait  exprimée  par 


1.2 


[  r'ix+Oh)  —f"  {x  4-C^A)]. 


Or  lorsque  h  est  très  petit ,  cette  seconde  différence  est 
plus  grande  que  la  première;  la  troisième  courbe  ne 
pourra  donc  jamais  passer  entre  les  deux  premières ,  que 
Ton  dit  avoir  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  On 
dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  les  deux  courbes  sont  oscu- 
latrices,  parce  qu'en  sus  de  la  tangente  commime  elles  ont 
évidemment  le  même  cercle  oscillateur.  En  effet,  la  di- 
rection de  la  tangente ,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur  ne  dépendent,  comme. nous  Tavons  vu,  que  des 
deux  premières  dérivées  y\  y" ^  qui  ici,  par  hypothèse  « 
sont  égales;  donc,  etc. 

Réciproquement ,  si  deux  courbes  ont  en  ttn  point  com- 
mun même  tangente  et  même  cercle  osculateur ,  leur  con- 
tact sera  du  second  ordre ,  parce  que  les  deux  premières 
dérivées  auront  nécessairement  la  même  valeur. 

141 .  Considérons  {fig*  26)  deu?%courbes  qui  se  touchent 
eu  un  point  donné  M  -,  si  du  poiht  de  contact  comme  centre 
et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très  voi- 
sins Fun  de  Pautre  P  et  Q ,  et  le  rapprochement  plus  ou 
moins  considérable  des  deux  courbes  k  la  distance  i  du 
point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure  la  lon- 
gueur infiniment  petite  PQ ,  comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  PQ 
de  l'arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes  ; 
si  nous  appelons  &>  l'angle  très  petit  compris  entre  les 
rayons  menés  à  ses  extrémités ,  cet  arc  et  sa  corde  seront 

respectivement  mesurés  par  les  produits  i(ù^  21  sin  -.  Si  les 

deux  courbes  changent  de  forme,   de  telle  manière  que, 
se  touchant;  toujours  au  point  donné,  elles  se  rappi^Dchent 
T.  I.  17 
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davantage  Tune  de  lautre  dans  le  voisinage  <ie  ce  points 
les  valeurs  de  l'expression  !usin-  diminueront  nécessai- 
rement ,  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  < ,  représentée 
par  &),  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  coui^bes  devient  moindre,  les  valeurs  de 
w  croîtront  nécessairement,  de  sorte  que  le  rapprocbe- 
mcnt  des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérabk 
suivant  que  les  valeurs  de  co,  correspondantes  à  de  très 
petites  valeurs  de  i ,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i°'.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  lin  point 
donné,  et  que  Ton  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  k  la  distance  infiniment  petite  /  du  point  de  con- 
tact ,  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes ,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  sera  d^autant  plus  considérable  que 
Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  (ù  sera  plus  élevé  : 
en  efiet ,  cette  quantité  co  sera  d'autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  posé ,  il  est  naturel  de  prendre  Tordre  de  la  quan- 
ti té  infiniment  petite  (ù  considérée  comme  fonction  de  la 
base  /,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  Tordre  de 
contact  des  deux  courbes.  Soit  a  cet  ordre;  puisque  le 

rapport     ,  '     a  Timité  pour  limite,  le  produit 

et  Wk-Têt  .    et 

— : — î—  =  2  ain- 

y«  9. 

^ra  encore  une  quantité  infiiniment  petite  de  Tordre  a  ^ 

tandis  que  les  expressions  m ,  21  sin  -  seront  des  quanti- 

tés  infiniment  petites  de  Tordre  a  +  i,  donc  : 

Théorème  2"*.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent 
un  point  donné,   Tordre  du  contact  est  infériear  d'an' 
unité  à  Tordre  de  la  -quantité  infiniment  petite  qui 
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présente  la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux 
courbes,  également  éloignés  du^point  de  contact  v^t  dont 
la  distance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Il  est  bon  d'observer  que  la  droite  qui  unit  ces 
deux  points  étant  la  base  d'un  triangle  isoscèleMPQ,  et 
opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  &>,  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce  triangle ,  et 
par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  tan- 
gente dont  les  deux  eûtes  diffèrent  très  peu.  La  surface  du 
triangle  est  d^ailleurs  égale  au  produit  \  i*  sin  ci>  et  par  con- 
séquent à  une  quantité  infiniment  petite  dont  Tordre  a  -f-^ 
surpasse  de  deux  unités  Tordre  du  contact  des  courbes. 
142.  Concevons  maintenant   qu'après  avoir  décrit  du 
point  M,  avec  le  rayon  infiniment  petit  MP  =  MQ  =  <, 
un  4rc  de  cercle ,  on  mène  par  le  point  P  une  droite  PS  qui 
fasse  avec  la  tangente  commune  un  angle  y.  Dans  le  trian- 
gle PQS,  le  côté  QS ,.  sensiblement  parallèle  à  la  tan- 
gente commune ,  parce  qu'il  coïncide  avec  une  corde  dont 
lef    extrémités  situées  sur   Tune  des  courbes  sont  très 
vpîsines  du  point  de  contact ,  formera  évidemment  avec 
lef  deux  autres  côtés  PQ ,  PS  deux  angles  finis  dont  le  pre- 
mier différera  très  peu  d'un  angle  droit,  et  le  second  de 
l'angle  y;  on  aura  donc,  en  désignant  par  s  et  e'  deux 
quantités  infiniment  petites, 

PS=   .  /  .    ;  PQ=--  .   ;  '  .    /,2/sin-. 
sin(y±i')  5in(ydi:i  )  a 

13e  plus,  si  l'on  abaisse  du  point  M  sur  PS  la  perpendi- 
culaire MR,  l'angle  MPS  étant  sensiblement  égal  à  y,  on 

«ara 

MR  =  MP  sin(y  ±1'')  =  i  sin(y  ±  1"); 

«r  les  valeurs  de  PS  et  de  MR  prouvent,  i^que  si  co  et  sinco 
SQiÉt  def  in&Qiment  petits  d$  l'ordjre  a,  c'^t-ji-dire  que  si 

17.'. 
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davantage  Tuue  de  Tautre  dans  le  voisinage  <ie  ce  poînC^ 
les  valeurs  de  Texpression  !usin-  diminueront  nécessai- 
rement ,  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  < ,  représentée 
par  &),  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre,  les  valeurs  de 
(ù  croîtront  nécessairement,  de  sorte  que  le  rapproche- 
ment des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable 
suivant  que  les  valeurs  de  co,  correspondantes  à  de  très 
petites  valeurs  de  i ,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i®*^.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  lin  point 
donné,  et  que  Ton  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  k  la  distance  infiniment  petite  i  du  point  de  con- 
tact y  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes ,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  sera  d^autant  plus  considérable  que 
Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  ci>  sera  plus  élevé  : 
en  eiTet ,  cette  quantité  co  sera  d'autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  posé ,  il  est  naturel  de  prendre  Tordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  &>  considérée  comme  fonction  de  la 
base  /,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  Tordre  de 
contact  des  deux  courbes.  Soit  a  cet  ordre;  puisque  le 

rapport  —-î-^—  a  Tiinité  pour  limite,  le  produit 


0t  sinT«»  .    et 

—  =  2  ain- 


i- 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a, 

tandis  que  les  expressions  i(ù ,  21  sin  -  seront  des  quanti- 

tés  infiniment  petites  de  Tordre  a  H-  i,  donc  : 

Théorème  2"".  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en 
un  point  donné,  Tordre  du  contact  est  inférieur  d'une 
unité  à  Tordre  de  la  -quantité  infiniment  petite  qui  re- 
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Ht  commun  correspondant  à  une  valeur  donnée  dex,  et 
ce  point  une  tangente  conunune  non  parallèle  à  Taxe 
y^  si  pour  la  valeur  donnée  de  x  les  équations  des  deux 
irbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies,  non-seu- 
lent  de  l'ordonnée  y,  mais  encore  de  sa  dérivée  y' . 
D8  cette  hypothèse,  la  différence  ¥{pc)—f{x)  qui  s'é- 
louira  pour  la  valeur  de  x  relative  au  point  commun , 
tiendra  infiniment  petite  quand  x  recevra  un  accrois- 
lent  infiniment  petit  ;  et  si  Ton  considère  cet  accrois- 
lent  comme  étant  du  premier  ordre,  l'ordre  de  la 
intité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle 
eur  de  F(.r)  •—  f{x)  surpassera  d'une  unité  l'ordre  de 
itact  des  deux  courbes. 

[)ès-lors,  si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 

Taxe  des  y^  mais  sans  avoir  cet  axe  pour   tangente 

omune ,  il  suffira ,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact , 

chercher  le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  diffé- 

ice  F(x)  —  f{^)'i  en  considérant  l'abscisse  x  comme 

B  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On  re- 

maîtra,  par  exemple,  que  les  parabolesj^=x',  j^=x' 

t,  i  l'origine,  un  contact  du  premier  ordre,  les  para- 

es  y  =  x'^'^^y  =  x""**'  un  conta^  de  l'ordre  »,  les 

-  * 

IX  courbes  j^  =  x»jy=:x'*    un    contact  de  1  ordre 

-1  =  1. 

Corollaire  2"*'.  Si  deux  courbes  ont  un  point  commun 
respondant  à  l'abscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente 
omune  non  parallèle  à  l'axe  des  y^  avec  un  contact  de 
'dre  a,  la  différence  F(x)  —  J('^)  sera  nulle;  et  si 
1  désigne  par  i  un  accroissement  infiniment  petit  du 
imier  ordre  attribué  à  l'abscisse  a:,  l'expression 

F(x+0— /(*  +  ') 
a  (corollaire  i*")  un  infiniment  petit  de  Toitlre  a  +  i, 
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et  par  conséquent,  en  désignant  par  n  le  noidbre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a, 

sera(n*'26)  la  première  des  expressîonsF(x-t-i) — /(x+i), 
F'(j:+i) — f'{x+i)^. . .  etc. ,  qui  cessera  de  s'éraBom^ 
aveci,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  F<"'*"*^(x) — /^""^^^i^) 
sera  la  première  des  différences 

FW— /(x),     F'(x)— /'(ar),etc 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  o.  Par  oonséqœiit 
les  dérivées  successives  j^',^''. . .  jusqu'à  celle  dont  Tor- 
dre coïncide  avec  le  nomhre  entier  égal  ou  immédiate^ 
ment  supérieur  à  Tordre  du  contact,  conserveront  le^ 
mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une  des  courbes  à  Tautre« 
Donc  aussi  lorsque  Tordre  de  contact  sera  un  nombre  en—- 
tier,  il  suffira ,  pour  le  déterminer,  de  chercher  quelle  est. 
la  dernière  des  équations 

/(*)  =  f'{x),    /'(*)=  F'(x),    /«'(x)=F''(x),... 

qui  se  trouve  vérifiée  par  Tabscisse  du  point  de  contact  :^ 
Tordre  des  dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équatioim' 
sera  précisément  le  nombre  demandé. 

Si  la  tangente  commune  était  parallèle  à  Taxe  des  j^,  i% 
faudrait,  dans  les  théorèmes  et  corollaires  qui  précèdent^ 
changer  x  enjr^  et  réciproquement. 

144.  Dans  l'application  du  troisième  théorème,  on 
pourra  prendre  pour  sécante  la  Kgne  qui  joindrait  les  ex- 
trémités de  deux  longueurs  égales  et  infiniment  petites- 
portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact, 
puisque  Tangle  formé  par  cette  ligne  avec  la  tangente 
commune,  a  pour  limite  Tangle  droit;  on  arrivera  ainsi 
à  un  nouveau  théorème  : 

Théorème  5"'.  Pour  obtenir  Tordre  de  contact  de  deux 
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oarbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  i\  suffit  de 
bercher  le  nombre  qui  représente  Tordre  de  la  distance 
ifiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
)ngueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du 
oint  de  contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs 
eyienntent  infiniment  petites  du  premier  ordre  ;  le  nom- 
re  dont  il  s'agit,  diminué  d'une  unité,  indique  toujours 
ordi«  du  contact. 

Corollaire»  En  désignant  par  jc,  j',  et  J,  m  les  coor- 
onnées  des  extrémités  des  deux  longueurs  égales  entre 
lies  et  à  < ,  par  â  la  distance  de  ces  extrémités ,  par  a  le 
ontact  des  courbes ,  on  aura 

t  puisque  â  doit  être  infiniment  petit'de  Tordre  a  +  i , 
l  faudra  que  les  deux  différences  x  —  $?  ^  —  ^  soient 
Iles-raèmes  de  Tordre  a  +  i ,  ou  que  du  moins  Tune  soit 
!e  cet  ordre,  Tautrc  étant  d'im  ordre  plus  élevé,  ce  qui 
xige ,  en  appelant  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédia- 
sment  supérieur  à  a ,  que  des  expressions 

~^'         di       '  £//>       '•*•  di'^       '  £//-+'       ' 

~'''      di     '        di*     '     •       dF^'      di"-*-^     ' 

es  deux  dernières ,  ou  au  moins  Tune  d'entre  elles,  soient 
es  seules  qui  cessent  de  s'évanouir  pour  /  ==:  o.  Soient 
['ailleurs  s  et  (7  les  arcs  des  deux  courbes  renfermés  entre 
leux  points  fixes  et  les  points  mobiles  (x,  j"),  (|,  iq),  on 
tara  di  ==:  ds  =  fia,  puisque  les  trois  variables  <,  5  et  a 
tifiïrent  entre  elles  de  quantités  constantes,  et  Ton  pourra 
lès-lors,  aux  expressions  qui  précèdent,  sub8tituer(n^91) 


» .. 
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les  suivantes 

dx      eS 


x—t; 


ds       d^' 


dy       dn 


d^x 

rf*f 

ds^ 

dr-' 

d^x 

dH 

^""♦••x 

^i.+tf 

ds'' 

dr'^  ' 

<//"+«" 

rf^+.i* 

dy 
ds* 

d^n 

•    ■    •    • 

• 

■ 

dy 

ds'' 

d'^ti 

^»+.^ 

^«^. 

^-*. 
^».+.' 

3s  m 

dles,  àr 

exceptic 

>n  de  l'un 

moins  des  deux  dernières;  et  Ton  pourra  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

145.  Théorème  6°^*.  Etant  données  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  (x,  j^),  si  Ton  considère  les  coordon- 
nées X  ,y  de  chacune  d'elles  comme  des  fonctions  de  Tare ^ 
pris  pour  variable  indépendante,  et  prolongé  dans  le 
même  sens  pour  les'  deux  courbes  au-delà  du  poitit  de 
contact,  les  dérivées  successives 

dx     d*x     d^x  dy      d*y     d^y 

H'  1^'  ^'    •    57'  1^;  dp''    ' 

jusqu'à  celles  dont  Tordre  sera  indiqué  par  le  nombre  en- 
tier n  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre  du  con- 
tact, ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde,  tandis  que  des  deux  déri- 

vées     ^^^  •     ,  ^^^ ,  Tune  au  moins  prendra  une  valeur 

nouvelle. 

146.  Du  théorème  qui  précède,  joint  aux  princij)es 
établis  dans  la  dix-neuvième  leçon ,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  Tordre  a ,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  égal  ou 
immédiatement  supérieur  à  a,  i**  les  /?  premières  diflë- 
rentielles  des  variables  x,  jr^  prises  relativement  à  une 
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inction  quelconque  r  de  ces  variables ,  et  même  les  n 
remières  différentielles  d'une  fonction  quelconque  t  de 
»  Tariables ,  prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  ar^ 
itraire  K  de  ces  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs 
land  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde  ; 
'  les  différentielles  de  l'ordre  n  +  i  de  x ,  j^,  prises  par 
pport  à  r,  ou  de.  t  prises  par  rapport  à  u ,  changeront 
dinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
orbe  à  la  seconde,  quoique  le  contraire  puisse  avoir 
u  dans  certains  cas  particuliers. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx    d^x  d^x     dy     d*y  d^y 

^'  ~éb}'    "  ~d^'  di'  'd^'"'   d^ 

changent  pas  de  valeurs  quand  on  passe  de  la  pre- 
ière  courbe  à  la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entre 
es  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  n. 

Dans  cette  hypothèse ,  en  effet ,  les  différences  x  —  Ç , 
— ïî,  considérées  conmie  fonctions  de  i,  s'évanouiront  avec 
lînsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  in- 
usivement,   et  l'on  aura,    en  faisant  x — J  =  ç(i), 

UX  ^"^^       Y  ^^  9 
posé ,  les  rapports ,   s'évanouissant  avec 


^Ut  que  a  sera  plus  petit  que  n  -|-  i,   les  deux  diffé- 
*ces  X —  |,  r — w,  ainsi  que  la  distance 


<^=v/(x— f)«+(j— ,)s 
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seront  des  quantités  infiniment  petites  d'Irak  ordre  m 
moins  égala  n+i^  et  par  conséquent  les  deux  conribo 
auront  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  ^al  in. 

147.  Si  deux  courbes  sont  telles  que  la  forme  et  la  p»* 
sition  de  la  première  étant  complètement  déterminées,  la 
forme  et  la  position  de  la  deuxième  puissent  varier  avec  ta 
valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  a„  at,...a«com« 
prises  dans  son  équation ,  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes arbitraires  a^,  ai ,...  a^,  ou  de  quelques-unes  d'en- 
tre elles ,  de  manière  que  les  valeurs  de  plusieurs  terma 
consécutifs  de  la  suite  j^,  ï'^Jf"'»  •  •  •  J^^"^  restent  les  mêmes 
pour  Fabscisse  x  dans  le  passage  de  la  première  courbe  t 
la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  aura,  au  point  (ir,/), 
avec  la  première ,  un  contact  plus  ou  moins  intime,  in- 
férieur d'une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n^auront 
pas  changé  de  valeur,  ou  représenté  par  Tindice  des  deox 
dernières  dérivées  égales.  Si  n  est  le  nombre  des  constantes 
de  la  deuxième  équation ,  on  pourra  disposer  de  ces  t 
constantes  de  manière  à  ce  que  l'ordonnée  y  et  les  (n — i) 
premières  dérivées  conservent  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes  ;  de  sorte  que  parmi  les  valeurs  qu^on  peut 
attribuer  aux  n  constantes  arbitraires  a, ,  a^ , . . .  a^^  ren- 
fermées dans  l'équation  f{pc^ ,  j-, ,  a, ,  a, ,  ...  a„)  =  o,  il 
existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  re- 
présentée par  cette  équation  acquiert  avec  une  courbe  don- 
née ¥{x^jf^  z)  =  o,  au  point  dont  l'abscisse  est  x,  un 
contact  d'un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n  —  i- 
n  est  évident  d'ailleurs  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  constantes  pour  lesquels  le  contact  entre  les 
deux  courbes  est  d'un  ordre  inférieur  h  n  —  i . 

On  détermine  le  système  des  valeurs  des  constantes  « 
pour  lequel  le  contact  est  de  l'ordre  n  —  i,  à  l'aide  des  n 
équations  que  l'on  obtient  en  exprimant  que  l'éqtW' 
tion  /(ar,,  j^,,  a„  «f , . ...  a„)  =  o  et  ses  «  —  i  équation* 
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tielles  successives 


—  1 


df  d'^-'f 


isfaîtcs  lorsqu'à  la  place  des  variables  x^^  y^^  et 
difTërentiellei,  on  met  x^  y  et  les  différentielles 
...,  relatives  i  la  courbe  F(jr,  jy)  =  o,  quelle  que 
Ueurs  la  variable  indépendante. 

obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  a^ ,  a^ ,  . . .  a„, 
klissent  entre  la  courbe  donnée  F(x,  j^)  =  o  etla 
f{Xx  î  J",  î  «M  ^«  •  •  •  û„)  =  o  un  contact  d'un  or- 
rieur  kn  —  I ,  il  suffit  de  conserver  quelques-unes 
ations  de  condition. 

'xemple.  Supposons  que  l'équation  d'une  courbe 
3  trois  constantes  arbitraires ,  on  pourra  disposer 
onstantes  de  manière  i  oe  que  cette  courbe  ait  un 
du  deuxième  ordre  avec  une  autre  courbe  don- 
ur  cela ,  eu  effet ,  soit 

on  de  la  courbe  dont  il  s'agit;  en  la  différentiaut 
is,  on  aura 

id^f  d^f  df  df 

étâfblir  qu'entre  cet|e  courbe  et  une  autre  courbe 
F(x,  j^)  =  o  il  y  aura  un  contact  du  deuxième 
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ordre,  il  suffit  d'exprimer  que  ces  équations  différeniiellei 
sont  satisfaites  quand ,  avec  les  coordonnées  du  point  de 
contact,  on  y  met  pour  ^^r.,  efy^j  ^*^n  ^^Xi»  les  yaleun 
des  quantités  dx^  dy,  d*x,  rf'/,  tirées  de  Féquation 
F  (Xj  y)  =  o.  On  obtient  ainsi  trois  équations, 

d^f  dH  d^f  df  df 

dont  on  pourra  tirer  les  valeurs  des  constantes  a, ,  Ot,  Osf 
en  fonctioii  des  coordonnées  x,  j^  du  point  de  contact.  La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  Féquation 

conduira  à  Féquation  de  la  courbe  osculatrice. 

i*""  Exemple.  S'il  s'agit  d'un  cercle  dont  le  point  ({,  i) 
soit  le  centre  et  p  le  rayon ,  et  dont  Féquation  soit 


pour  le  rendre  osculateur  de  la  courbe  au  point  x^y^^ 
faudra  déterminer  les  trois  arbitraires  | ,  y} ,  p ,  au  moyen 
des  trois  équations 

(x  — £)»H.(j._i,)»=p*;  {x—^)dx  +  {y  —  n)dy-o\ 
{x  —  i)d^x^{x  —  n)d^y^dx^+dy^  =  o, 

ce  que  nous  savions  déjà. 

2™*  Exemple.  Concevons  que  la  courbe 

soit  une  courbe  parabolique  dont  l'ordonnée  est  cxpn- 
mée  par  une  fonction  entière  de  x ,  de  sorte  que  Ton  ^^ 
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\  prenant  Xi  pour  variable  indépendante ,  on  trouvera 

*=  3a,  +  a .  3 . fl3 -a^x  +  •  •  •  etc. , 

<^*^=i  i  .2.3. . .  (/i  — 2)fl„.,H-  r  .2.3...  (/t— i)tf«-ta?, , 
r\*-")=i  1 .2.3. . .  (/i —  i)ûj.-.i. 

En  substituant  dans  ces  équations  ky\ ,  j-" . . .  j^/""'^  les  dé- 
rivées y  ^y"  1  •  •  •  j^^"~'^  tirées  de  Téquation  d'une  courbe 
donnée F(a:,j^)  =  o,  on  déterminera  les  constantes,  de 
manière  que  la  courbe  parabolique  ait  avec  cette  courbe 
un  contact  de  l'ordre  n  —  i .  On  obtiendra  très  simple- 
ment l'équation  de  cette  parabole ,  en  éliminant  les  cons- 
tantes entre  les  n  équations  de  condition 

-'=«,H-2û,X-|-3«3^*+. ..  +  (/! — ?)û«-.x»-'-|-(/f — i)fl,«,x"-"* 

r^  = y  y"  =. etc '. 

'-<"~0=::  1  .2.3.  .  .  {n  —  i)û«_,, 

*t  l'équation 

Pour  éliminer,  développons  le  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
(Xj  —  x)  ,  en  remarquant  que  l'on  a ,  quel  que  soit  m , 

'W    /II"^"I  .  ,  ..  /  . 

H . j-->(x,— x)»  ...  4-(x,— x)-. 

On  trouvera  ainsi 

g,-H^,x+3aax\.  .+(n- 1  )fl«,x,«--*  ^ 

H : 1*« — *>/"î" 


i.2.3...(/i—2)g«,»-H>.a.3...(;»— i)<i,_,x^ 

1.2.3...  («—2)  ^  ' 


i.a.3...(«-i)a._. ,    _  x,_, 
^     i.2.3...(«— 1)     ^  '       >      ' 
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et  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition , 

y  r" 

i.2.3...(/i — 2)^  ^  i.î>..3...(/i— x)^         ' 

# 

Telle  est,  sous  une  forme  très  simple,  réquationdelaoowbe 

parabolique  du  degré  u  —  i ,  qui  a  en  un  point  do^né 

(a:,  y)  un  contact  de  l'ordre  n — \  avec  une  courbe  donnés. 

On  parvient  encore  à  c^tte  même  équation  de  la  bai- 

nière  suivante  :  La  parabole  passant  par  le  point  {p^^j\ 

son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

et  pour  qu'elle  ait  un  contact  de  Tordre  n —  i  avec  la  courbe 
F(x,  ^)  =  o ,  il  suffit  que  les  valeurs  de 

dy\    d'y,  d'^-y. 


dx'    dxy    '   dx^ 


— •  > 


1 


•  •  •  •  f 


correspondantes  à  x.  =  x,  savoir  :  dti,   i.aa^, 
i.a.3. . .  {n — 2)  a„_i,  i,s>.3  . . .  (f»  —  i)ii««o  «oient 
respectivement  égales  à  j^',  y",  ...  j^"~*^  ;  on  aura^ûo^ 


»* 


en  substituant  ces  valeurs  des  constantes  dans  TéquatioD 
de  la  parabole,  on  retrouve  l'équation  déjà  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  n  =  a ,  la  par^' 
bole  osculatrice  se  change  en  une  droite  dont  l'équation  e?^^ 

et  représente,  QQmnie  on  devait  s'y  at<(endre ,  la  tangen  ^ 
au  point  (x,  y)  à  la  courbe  donnée. 

148.  Considérons  une  courbe  plane  dont  l'équation 
jr=f(x).  SoîenlÇfig.  27)  M,,,  M  deux  points  pris  sur  cet 
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irbe  et  correspondants  aux  abscisses  x^y  x\  Taire  A 
onprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  x  et  les  deux  ordon- 
€sj^o>^?  est  une  fonction  de  Tabscisse  x  que  l'on  ne 
ut  déterminer  qua  dans  un  petit  nombre  de  cas  particu- 
irs,  mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  différentielle. 
En  effet ,  appelons  Ax  Taccroissement  attribué  à.  la  va- 
ibie  X,  Taccroissement  correspondant  A  A  de  la  fonction 
représentera  l'élément  de  surface  i^enfermé  entre  la 
irf)e,  Taxe  des  x  et  les  deux  ordonnées/(a:),/(a:+Aa:). 
d'ailleurs  f(x+OAx)  et  /(ar-|-6,Ax)  sont  la  plus 
mde  et  la  plus  petite  des  deux  ordonnées  de  la  courbe , 
18  l'intervalle  Ax^  l'aire  A  A  sera  comprise  entre  les 
ULx  produits 

par  suite  -— -  entre  les  deux  quantités 

/(x  +  OAx),    /{x+0,Ax). 

r  i  la  limite  ces  deux  quantités  devieiment  égales  en- 
î  elles  et%  f  (x)  ^  on  aura  donc  aussi 

A*         dx 

dK^=±jrdx. 

^  supposant  que  l'aire  A  croisse  avec  l'abscisse  a?,  on 
finira  le  signe  +  quand  l'ordonnée  y  sera  négative,  le 
fie  —  dans  le  cas  contraire. 


*»"•  TT  =  :7Z=  ±/W  =±^» 
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Usage  des  coordonnées  polaires  pour  la  détermination  dé  la  tangente,  de 
Parc ,  du  rayon  de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'aune  courbe  {due. 


149.  Nous  prendrons  pour  coordonnées  polaires,  i®lf 
t*ayon  vecteur  menéde  l'origmeau  poîntquelconquê(x,  j)ï 
rayon  vecteur  qui  sera  toujours  pour  nous  une  quantité 
positive^  2,^  Tangle  u  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  Taxe 
des  X  positifs  \  Tangle  u  sera  positif  lorsque  le  rayon  r 
se  sera  mû  de  droite  à  gauche ,  négatif  dans  le  cas  con- 
traire \  cet  angle  peut  d^ailleurs  acquérir  toutes  les  valeurs 
}K)ssiblcs.  On  a  généralement 

X  •=  r  cos  w ,     y  •=.  r  fàn  u. 

Pour  transformer  une  formule  quelconque  en  coordon- 
nées polaires,  il  suffira  de  substituer  dans  cette  formule, 
à  la  place  des  coordonnées  x,  j^,  de  leurs  dérivées  et  de 
leurs  différentielles ,  leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions. 

i**^  Exemple  :  On  demande  de  déterminer  en  coordon- 
nées polaires  Tangle  r,  que  la  tangente  en  un  point  (pwr 
conque  fait  avec  Taxe  des  x.  On  a 

du 

taDcr  u  -+-  r  — 

djr sin  udr -^-  r  cos  udu ^  dr 

^  dx       cos  u  dr'^-'  r  un  udu  rdu  * 

I— tanga  — 

du         tangr— tanfftt 

r  —  z=i  —^ -=^—  =  tang  (t— le), 

fir       I  +  tangrtaDg  tf  ^^         ' 
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doue 

.  .  du  ,  .         dr 

tam;  (t—  a)  =  r  — - ,     cet  ( t  —  «)  =  — 7-. 
*  dr  ^  '        rdu 

Si,  en  considérant  u  comme  variable  indépendante,  on  dé- 
signait par  r\  r"  les  dérivées  ne  r  relatives  à  li ,  on  aurait 

tang  (t  —  ")  =  -7?  cot  (t  —  u)=  —.11  serait  facile  dès- 
lors  de  trouver  Téquation  polaire  de  la  tangente  et  de  la 
normale.  L'équation  polaire  d'une  droite,  qui  passe  par 
un  point  dont  les  coordonnées  polaires  sont  i/q,  r^,  et 
qui  fait  avec  le  demi-axe  des  x  positifs  Tangle  r ,  est 
r  sin  (m  —  t)  =  To  sin  («o  —  t).   En  effet,  si  dans  l'é- 

quation  tang  t  =^ ^,  on  substitue  pour  j:,j^,Xo,j'o? 

leurs  valeurs ,  on  trouve 


sm  r       rsin  u  —  r^  sid  w© 


tang  r  = = , 

^  cost       rcosie — roCOS«o 

r(sinr  cosii  — sin  u  cosr)  =  ro(sin  tcos  m©  —  sin  u^  cosr), 

r  sin  (tt — t)  =  To  sin  («o  — t). 

Cette  équation^est  susceptible  d'une  transformation  avan- 
tageuse. En  effet,  on  a 

w  — r  =  («— Ko)  H-  (Wo— t)  , 
Mn(a— T)=8in(« — tto)cos(tto— r)-|-«in(ao — T)cos(tt— «o), 

et  parce  que  rsin(a — T)  =  rosin(iio — t), 

7-sin(if — tto)cos(«o — T)-|-rsin(Mo— r)cos'(ii — ao)='*osin(wo — r), 

«>s  (wo — t)  rsin  [u  — Wo)  =  sin  («o — r)  [r^ — rcos  (w  —  «o)] , 

£COs(tf  — i#o)— rp  cos(ao— r)  w  >         w  x 

7:   .    , ^— T — = r— 7 i  ==— cotfiio — r)=:cot(T*— «o); 

^8in(a  —  Mo)  sin(iio — r)  ^  ^  ^  '^ 

^ii:isi  réquation  d'une  droite  qui  passant  par  un  point 
C^'o^  '*o)i  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  t,  peut  se  mettre  sous 

*^    forme  ^^^\"7""°     x^**  =  col  (t  —  ««). 

rsin  (m  —  «o) 

T.  I.  18 
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Appliquons  ces  principes  à  la  tangente  à  une  courbe 
au  point  (u^r)-^  désignons  par  v?  p  ses  coordonnées  cou- 
rantes; son  équation  sera 

pcosfw  — a)  — r  ,  .       dr        r' 

V-7 —. —  =  cot(r —«)=---.  =  —  ; 

p  srn  (w  — tt)  ^  '     rdu        r 

telle  est  Téquation  polaire  de  la  tangente.   Pour  obtenir 
celle  de  la  normale ,  il  suffit  évidenkment  de  remplacer, 

• 

dans  cette  équation ,  Tangle  t  par  Tangle  v  =  t  ±:  -;  on 

aura  donc ,  en  désignant  par  v ,  |0  les  coordonnées  varia- 
bles de  la  normale , 

•  «cosTu  —  !«)  — r  ,  .  du  r 

psm(c» — u)  "^  '  dr  r 

150.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  on  appelle 
sous-tangente  Sj  la  partie  OT  (Jîg»  28)  de  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  OM,  comprise  entre  l'origine  elle 
point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente;  et 
sous-normale  S„  la  partie  ON  de  cette  perpendiculaire 
comprise  entre  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  nor- 
male et  Torigine.  Les  longueuis  MT  =r  T  et  MN  =K 
seront  la  tangente  et  la  normale. 

Pour  calculer  plus  facilement  ces  diverses  longueurs ^ 
appelons  a  Tangle  aigu  compris  entre  la  courbe  ou  la 
tangente  et  la  perpendiculaire  M  Pau  rayon  vecteur  OMi 

a  sera  l'angle  compris  entre  le  même  rayon  et  »* 

tangente,  et  Ton  aura 

^  — -  =  ±(r  — tt), 

.ang.  =  ±co.(r_«)  =  ±_=±^  =  ±-^- 
De  plus ,   comme  tang  a  sera  une  quantité  essenti^^^^ 
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ment  positive,  et  que  pour  de  très  petites  valeur»  de  Au 
le  rapport  —  se  trouvera  toujours  affecté  de  même  si- 

dr 
gne  que  sa  limite  —  =  r' ,    on  devra ,   dans  Téquation 

r' 
tang  a  =:  ih  — ,  prendre  le  signe  +  si  le  rayon  r  croit 

avec  K,  et  le   signe — dans  le  cas  contraire,  ^niin,  en 
partant  de  la  valeur  de  tang  a ,  on  trouve 


cos«=H j     sin«  =  rh 


Cela  posé ,  le  triangle  rectangle  OMT  donne 

tangOTM'        '      tang«  r'-     .        dr  ' 

OT  .      r* 


cosTJTM  '  r'  cos  fit 


Le  triangle  ON  M  donne  de  la  même  manière 

^__  OM  «  r  I     #         •    dr 

0N  = 77777^,     S,=  -^ —  =  rtangfli  =  ±:r'  =±1  —  , 

tangONM'  cota  *  </a' 


MN 


=  V^»1+5M=.N  =  v/^=v/^=^f^" 


151.  En  désignant  par  s  Tare  de  la  courbe  et  par  p 
le  rayon  de  courbure,  on  a ,  comme  nous  l'avons  vu, 

I          ,    dx'd^Y — dy  d^x 
ds^=zdx*  -^dj^^,      -=±:  ^ ^ — . 

^  {dx^-^  df*)  > 

>i  Ton  substitue  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs 
le  X,  j^,  tirées  des  équations 

êtzxreo^Uy     jr  zzzrùaUf 

i8.. 


I 
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OU  trouvera,  après  les  réductions  effectuées, 
ds*=dr^+r^  du^j  -=±'^ ^--^ p^ ^, 

et  Ton  en  conclut,  en  prenant  u  pour  variable  indépen- 
dante* 

On  abrège  considérablement  lescalculs qu'entraîne  cette, 
substitution ,  en  remplaçant  les  équations 

x  =  rcosi»,     jr  zziràh  Uy 

par  les  équations,  équivalentes 

x  +  xv^ — I  =  IV  ,    g^^M      I  =  yg 


En  effel,  en  prenant,  par  exemple,  ix  pour  variable  i^ 
dépendante ,  on  déduira  de  ces  équations 

dx  +  df\/^'^i  =:(r'+rï/^l)e"      "^  dUy 
dx—dxy/Z:i  =  {r'—r\/:^)e'~''^'^^'du, 

et.par  suite, 

^  ^^      du' 

de  plus, 

dxd^y  '^^dy  d*x 

sera  le  coefficient  de  l/— i  dans  le  produit 


d:r»4-rfr*  =  **  =  «^"*(''*-+-^'*)»     X"!  =  ''*  +  ^*^ 
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on  aura 


dx d^y  —dyd^x  =  (2r''  —  rr"  4-  r*)  rf«^ 


r»  —  rr"-4-2r'» 


OU  ces8sait  de  prendre  u  pour  variable  indépendante, 
j-ouverait,  par  cette  méthode, 

^  *  +  ^  *  =  dr^  +  r^du* , 
^jf'^dyd^xz=.r{drd*U'^dud*r)"\-{7,dr*^r*du^)dUyeX!C. 

32.  Soieut  uiaintenant  g  ^  y?  les  coordonnées  rectangu- 
îs  du  centre  de  courbure  correspondant  au  point(x,j^) 
K ,  Vx  les  coordonnées  polaires  du  même  centre ,  liées 
premières  par  les  formules  |  =  r,  cos  m,,  ï?  =  Ti  sin  m,  , 
.ura,  comme  nous  avons  vu  (n**  V^)^ 

n-^y       f  — j:  dx^  '^dy* 

djç  ''^dy       dxd^y  "-^dy  d*x^ 

on  en  conclura 


ydx^^xdy  xdx-\-ydy 

dx^  +  dy* 


dx  d*y  —  dy  d^x  * 
ce  qui  revient  au  même , 

J?+/<— (j:*-hj')_     J^ — yç    __       dx*+dy* 
ydx'^^xdy  xdx+ydy       dxd*y  —  dyd^x' 

3ste  à  substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coor 
nnées  rectangulaires  ;  or  les  équations 


»/-i  ..y— 7_    _.— ««l^-i 


ut/— I 


> 


— M.l/'— I 


fir  —  rtfj  l/— I  z=  (  r/r  —  r  r/aV/— i  )  ^ 
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^(  +r«  ='•'•1  cos(w, — w),   *•  +r*=''S 

ydx^~xdx  =  —  r*duy     xn — jrf  =  r  r,  sin  (a,  —  «), 

xdyr+ydx  zurdr  ^ 

et  par  conséquent, 

Tx  cos  (a, —  a)  —  r r,  sin  (a,  —  u) 

dr^  +r*du^ ^__ 

^  r(drd*u — dud*r)'^{ldr*+r^du*)ii» 

Si  Ton  prenait  u  pour  variable  indépendante ,  on  aurait 
simplement 


r. 


r^-^r^* 


co$(tf ,  —  «)  =  -7  sin(a, — 11)  =  — -rr- „  ,    , 


y/ 


r'^k-r 


./a 


on  tire  de  cette  dernière  formule 


r'-i-  r 


'a 


r'«  — rr" 

r,cos  (i«,  —  a)  =  r— 7j — — FT-Ta  ' 

ar  ■ — rr  -f-r 

et  par  suite 

tang(«,-«)  =  -^.^-,,-^„r;=     ^(^,.,l,^.^^).-> 


ou  bien 


r,sin(ax  — «)  =db 


r' 


V/r»  + 


./a 


p  =  ±  p  sin  «, 


r,  cos(«x — a)— r=:ir:  — .  (j  =  zûpcos*. 

^^l/r»-|-r'» 


155.  n  serait  facile  de  parvenir  aux  équations  qui  <Iod- 
nent  le  rayon  du  cercle  osculateur  et  les  coordonnées  p^ 
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du  centre  de  courbure,  en  partant  des  principes  que 
Ks  avons  établis  sur  le  contact  des  courbes.  En  effet,  le 
Cîle  décrit  du  point  (m,,  r,)  comme  centre  avec  le  rayon 
^  pour  équation  , 

r*  —  2r,r  cos(a,  — w)  -f-  rj  =:  p*. 

Lor  que  ce  cercle  devienne  osculateur  d'une  courbe 
n^née  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe ,  c'est*à* 
'«  pour  qu'il  acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  un 
atact  du  second  ordre,  il  faudra  que  non-seulemeot 
►  coordonnées^  n  et  r,  mais  encore  les  différentielles 
«,  d*u^  dr^  rf*r  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives 
i  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à  la  courbe, 
a  d'autres  termes ,  les  valeurs  de  u^du^  d*u,  r,  rfr,  rf'r, 
rées  des  équations  de  la  courbe ,  devront  satisfaire  à  re- 
lation du  cercle  osculateiu*  et  à  ses  équations  diiTéren- 
slles  du  premier  et  du  deuxième  ordre.  D'ailleurs  ces 
ois  dernières  équations  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

[r,  sin(a  — a,)]'  ■+-[r,  cos(a  —  «i)  — r]*  =  ib*, 
rr^  sin  («  —  m, )  </a  —  [r  ces  (a  —  a, )  —  r]dr=:  o, 

an  (tt — Ut)ird*u-h'2dudr] — [rcos(u — ii|) — r](<f»r— rd«»)=  — (dr»-|-r"dSB»). 

n  en  tirera 

os(u--ii,)^r  _  r,  >in(u~-ii.)  ^__  (  L**!  8in(u-ii,))»-f-[r,co»(ii-u,)-r]' } T 
rdu  -  d?  "■*■  v/d>«  H-  r"di»» 

_^  f  f,  sin(M-M,)  (rd*U'i-idudr)~[rtCOs(u^u,)-rXd*r'rdu*) 

""  l^dr*  -f-r«^  ""  '' (^^^^  •«  —  *^ **")  +  (*^*  -♦-  r*du*)du 

r  {drd »a  —  dud*r)  -♦-  (ad^«  ^  r  *du*)du' 

ette  demièr§  formule  contient  toutes  les  équations  que 
ous  avons  d'abord  obtenues. 

n  reste  à  montrer   quelques  applications  de  ces  for- 
iules  générales. 


r%' 


r? 
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i**^  Exemple  :  Spirale  d'Ârchimède ,  r  =  au*  Si  Tod 

désigne  par  b  le  rayon  vecteur  correspondant  A  u  =  av , 

on  aura 

.  b  b 

et  la  spirale  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  mobile ,  qui ,  en  même  temps  que  le  rayon  vecteur 
fait  luie  révolution,  parcourt  sur  ce  rayon  vecteur,  dW 
mouvement  uniforme,  une  longueur  b.  On  aura,  dans 
ce  cas  particulier , 

r'  z=z  ûT,   r"  =  o,  tang  et  =  cot(r  —  u)  =:•— , 

-={  I  -\ ; — )- — --  -,     tang («X  — a)  =  «  +  -> 

,_       a»+(cc>+,)'  r I ^1 

Pour  M  =  o, 

I       "*  x  a 

r=o,  tang*  =  cot^=:  tanga,==-  =  oo,   «  =  -,  p  =  r,:=-; 

o  2  2 

pour  11=00^ 

tangtf  =  o,  tf  =r  o,    tang(ai — w)=-,    -  =  o,     r,  =  a. 

o       f 

On  conclut  facilement  de  ces  valeurs ,  i"  que  la  spirale 
d'Archimède  touche,  à  l'origine  des  coordonnées,  le 
demi-axe  polaire;  2^  que  pour  des  valeurs  croissantes  de 

u  Fangle  a  et  la  courbure  -  décroissent  indéfiniment,  tan- 

P 

dis  que  la  valeur  de  r,  croit  sans  cesse ,  mais  de  manière  A 

rester  comprise  entre  les  limites  -  et  a;  3*^ que  pour  des 

valeurs  très  considérables  de  u^  le  rayon  r,,  mené  de  l'ori- 
gine au  rentre  de  courbure  ^  est  sensiblement  égal  à  a  et 
sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r.  En  éli- 


^. 
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linant  a  entre  les  équations  qui  donnent  tang(u,  —  u) 
t  r„  on  obtiendrait  Féquation  de  la  développée  de  la 
»irale  d' Archimède ,  développée  qui  est  elle-même  une 
ouvelle  spirale  offrant  un  point  d^àrrèt  correspondant 

IX  coordonnées  r,  =  - ,  i*,  =  - ,  normale  en  ce  point  au 

rde  décrit  de  Torigine  comme  centre,  et  qui,  en  s'é- 
îgnant  de  ce  même  cercle ,  fait  autour  de  Torigine  une 
finité  de  révolutions,  de  manière  à  s'approcher  déplus 

plus  d'un  second  cercle  concentrique  au  premier ,  et 
crit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
nférence  et  la  nouvelle  spirale  qui  s'en  approche  ne  se 
ncontreront  jamais ,  on  peut  dire  que  ces  deux  courbes 
nt  asymptotes  l'une  de  l'autre. 

a"*  Exemple  : 

,  nr  „       n{n»^\)r 


n  u 


tang 


/  ./Il        //(/!+ i)+ a* 


—  1  > 


r»— I 


«  P  (/I*  +  «*)^  "" 

DUT  II  =  O  , 


lang«=cotT=-,     «  =  -; 

o  2 


3ur  M  =  00 , 


tanga=:o,     «  =  o,     tang(«,  —  «)== -. 

On  en  conclura  que  la  courbe  touche  â  l'origine  le 
emi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
e  II,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
léme  hypothèse  les  valeurs  de  p  et  de  r,  correspondan- 
ts à  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  u ,  seront , 
omme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à  moins  que  /i=  i. 

3"**  Exemple  :  Spirale  hyperbolique ,  ainsi  nommée  à 
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raison  de  l'analogie  de  son  équation  ru  =  a  (a  désignant 
une  constante  positive)  avec  celle  de  l'hyperbole  rappor- 
tée à  ses  asymptotes.  Elle  prend  son  origine  à  iine  dis^ 
tance  infinie  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autov 
du  pôle  dont  elle  s'approche  indéfiniment,  mais  sans  Tau 
teindre,  puisque  Ton  n'a  r  =  o  qu'en  attribuant  à  TaiigL^ 
u  une  valeur  infinie.  On  a  dans  ce  cas , 


tang.=  — cot(r--«)=-,    -=  -,-, 

pour  a  =  o, 

!  ÎT  I 

taneee  =  —  colr  z=  tangit,  =: -,     «=:-,     p^r,  =-   ; 

pour  u  =  00, 
tang«  =  o,     «  =  o,     taiig(a,  —  «*)  =  -»     ^  =  r,  =  o. 

De  ces  équations  l'on  conclut,  i®  que  l'angle  a  est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  ponrde 
très  petites  valeurs  de  m,  c'est-à-dire  dans  la  partie  del* 
spirale  hyperbolique  qui  est  très  éloignée  de  l'origine  et 
se  confond  à  très  peu  près  avec  rasymptotej^  =  a  de  celle 
courbe  ;  2,^  que ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l'angle  u, 

l'angle  a  diminue  sans  eesse,  depuis  «=-  jusqu^à  a  =  0. 

c'est-à-dire  que  la  spirale  tend  toujours  à  devenir  per- 
pendiculaire an  rayon  vecteur  ^  3^  que  le  rayon  de  cour- 
bure p  et  le  rayon  vecteur  du  centre  de  courbure  r,  doni 
les  valeurs  sont  d'abord  très  grandes  finissent  par  s'éva- 
nouir. En  éliminant  u  entre  les  équations  qui  donnenl 
tang(ii,  —  u)  et  r, ,  on  obtiendrait  l'écpiation  de  la  déve- 
loppée qui  sera  une  nouvelle  spirale  s'approchant  anssi 
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minant  a  entre  les  équations  qui  donnent  tang(u,  —  u) 
et  r.,  on  obtiendrait  l'équation  de  la  développée  de  la 
spirale  d'Archimède ,  développée  qui  est  eUe-mème  une 
nouvelle  spirale  offrant  un  point  d'àrrèt  correspondant 

aux  coordonnées  r,  =  -,  i*,  =  -,  normale  eu  ce  point  au 

3  2 

cercle  décrit  de  Torigine  comme  centre,  et  qui,  en  s'é- 
loignant  de  ce  même  cercle ,  fait  autour  de  Torigine  une 
infinité  de  révolutions,  de  manière  à  s'approcher  déplus 
en  plus  d'un  second  cercle  concentrique  au  premier ,  et 
décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
conférence et  la  nouveUe  spirale  qui  s'en  approche  ne  se 
rencontreront  jamais,  on  peut  dire  que  ces  deux  courbes 
sont  asymptotes  Time  de  l'autre. 
2"*  Exemple  : 

,          ./Il        wf«+  i)  +a*       I 
tang«=cot(r— «)  =  -,     -=-i L__^^, 

pour  II  =  o , 

iang«=:cotT=-,     «  =  -; 
'  o  2 

pour  M  =  00 , 

tangoe  =  o,     mzziOi     taiig(tt, —  «)=-. 

On  en  conclura  que  la  courbe  touche  â  l'origine  le 
demi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
de  i/,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
même  hypothèse  les  valeurs  de  p  et  de  r,  correspondan- 
tes à  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  u ,  seront , 
comme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à  moins  cpie  /i==  i. 

3"**  Exemple  :  Spirale  hyperbolique ,  ainsi  nommée  à 
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» 

d*où  l^on  tire ,  en  substituant  pour  u  sa  valeur  u = u^ — ,    1^ 

lai  H, )  la(  H, 4-1—1 


OU  en  posant  lae       ^  =  e*, 


équation  d'une  nouvelle  logarithmique  que  Ton  décriram^ 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  Forigine,  d^ 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  unmoiB. — 
vement  de  rotation  direct  ou  de  droite  à  gauche,  unan^ 

égal  à 7  (a  étant  égal  à  la).  On  serait  parvenu  a 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à  établir 

/• 
r,  8in(«,  — tf)^r'  =  -,     r,  cos(tfi  —  a)  =  o, 

d'où  Ton  conclurait 

«I  =  a  H — ,  r,  =  rlfl^  etc. 

154.  Terminons  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  rem- 
ploi des  coordonnées  polaires,  en  cherchant  la  différen- 
tielle du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  secteur 
OAM  =  S  {^fig^  3o)  décrit  par  un  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S  croisse 
en  même  temps  que  Fangle  u  \  S  sera  une  fonction  de  u 
que  Ton  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  •  En  effet, 
donnons  à  u  un  accroissement  Au,  le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS  =  OMm.  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM,  0/71,  décrivons  deux  arcs  de  cercle  MM/,  mm.  En 
supposant  que  Taccroissement  Au  soit  assez  petit  pour 
que  dans  l'intervalle  de  u  à  r/-f- Am,  le  rayon  vecteur  ail 
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indéfiniment  de  l'origine  sans  pouvoir  jamais  Tatteindre. 

4"*  Exemple  :  Spirale  logaritl^mique  u  =  Lr,  r=a''^ 
r  =  e*''  (a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes 
représehté  par  la  taractéristique  L  ,  base  quç  nous  suppo- 
serons plus  grande  que  l'unité).  Pour  u  =  o^  on  a  r=  i. 
Lorsque  Tangle  u  croit  positivement ,  r  augmente  de  plus 
en  plus.  Ainsi,  en  partant  du  point  Â,  la  courbe  forme 
autour  de  l'origine  une  infinité  de  circonvolutions  et  s'é- 
loigne indéfiniment  de  ce  point.  Si  l'angle  u  croit  néga- 
tivement, le  rayon  vecteur  diminue  de  plus  en  plus  et  la 
courbe  s'approche  indéfiniment  de  l'origine,  satis  pouvoir 
jamais  l'atteindre. 

De  l'équation  r  =  e**'*  on  tirera 

tangee  =  cot(r  —  u)  =lûr, 

'  ^  '  COSflfc 

L'angle  a  est  donc  constant ,  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente ,  et  par  suite  la  normale,  font  constamment  le  même 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  De  plus,  pour  obtenir  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  M ,  il  suffit  (Jig>  29) 
de  mener  par  les  points  M  et  O  deux  perpendiculaires, 
Tune  Ofi  au  rayon  vecteur  OM,  l'autre  M|x  à  la  tangente 
MT;  M(x  sera  le  rayon  de  courbure  cherché.  En  eflet,  on 

a  Mu  = =   p.   Cette  construction   et  l'équation 

p  =  montrent  que  ce  rayon  de  courbure  est  égal  à 

la  normale.  A  l'aide  de  cette  propriété,  on  démontrerait 
très  simplement  que  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  autre  spirale  logarithmique.  En  efiet,  u,,  r, 
étant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure ,  on  a 

7.  du 
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» 

d'où  l'on  tire ,  en  substituant  pour  u  sa  valeur  u  =  «^ , 

U)  M, )  1tf(  U, H-"?—) 


ou  en  posant  lae       ^  =  e^, 


équation  d'une  nouvelle  logarithmique  que  l'on  décrirait 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  l'origine ,  de 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  de  droite  à  gauche,  un  angle 

égal  à  f  -î^  (a'  étant  égal  à  la).  On  serait  parvenu  au 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à  établir 

/• 
r,  8in(«,  — «)^r'  =  -,     r,  cos(tfx  — tt)  =  o, 

d'où  l'on  conclurait 

II,  z=  tt  H — ,  r,  =  rl«  j  etc. 

154.  Terminons  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  l'em- 
ploi des  coordonnées  polaires ,  en  cherchant  la  difleren- 
tielle  du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  sectem* 
OAM  =  S  {^fig^  3o)  décrit  par  un  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S  croisse 
en  même  temps  que  l'angle  u  \  S  sera  une  fonction  de  u 
que  l'on  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  En  effet, 
donnons  à  u  un  accroissement  ^u ,  le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS  =  OMm.  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM,  0/71,  décrivons  deux  arcs  de  cercle  MM/,  mm.  En 
supposant  que  l'accroissement  Au  soit  assez  petit  poui' 
que  dans  l'intervalle  de  n  à  r/  + Ai/,  le  rayon  vecieur  ail 
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ses  points ,  on  aura 

,.     _i  aj:  _,  dx 

COS«t  =  llin.± —  — rrr***-  — ^   ■ 


dx  dy  dz     ' 

telles  sont  donc  les  équations  de  la  tangente  que  Ton 
déduirait  immédiatement  des  équations 

cosa  cosô cosc 

AX  ^f  AZ     ' 

en  passant  à  la  limite ,  et  qui  s'étendent  même  au  cas  où 
jo^jr^z  représenteraient  des  coordonnées  obliques. 

On  dit  qu*tme  droite  est  normale  à  une  courbe  en  un 
point  donné,  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
en  ce  point. 

Cela  posé ,  on  pourra  évidemment  mener  à  une  courbe 
par  chaque  point,  une  infinité  de  normales  qui  seront 
toutes  comprises  dans  un  même  plan.  Ce  plan  unique  est 
œ  qu'on  appelle  le  plan  normal.  H  est  perpendiculaire  à 
la  tangente,  et  passe  par  le  point  (jc,  y^  z).  Son  équation 
sera  donc ,  en  désignant  par  ^ ,  y?  ,  (^  les  coordonnées  de  Fun 
cpielconque  de  ses  points , 

({ — «)co6«-+-(^r — y)  006*+(Ç— <)cosy=o, 

ou,  eh  mettant  pour  cosa,  cosë,  cosy  les  quantités  pro- 
portionndles  dx^  dy^  dz^ 

156.  Supposonsque  m=F(x,  j^,  2:)=:o,  «^==/'(a:,jr,  ^)=o, 
soient  les  équations  de  la  courbe  donnée ,  c'est-à-dire  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment,  on  aura, 
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en  difTérentiant, 

du  du  du 

dp  dff  dv 

d'où  Ton  tire,  en  éliminant  tour  à  tour  dz^  dy^  dx^ 
dx        4r         ds 

dudtf       duAf      dudv      da  dv      dudv       dudtf  * 
dy  ds      dedjr      dsdx      dx  2i      dxdjr"^  dydx 

COS«  CObC  C08^ 

du  dv       du  dv       du  dv       dudv       du  dv       du  dv 
4y dg      ds  dy       dsdx      dxdz       dx dy      dy dx 

^/fdudv       dudv\*     fdudv      dudv^  .    (dudv       du  èf\^ 

V  i^^rS^S^j  ^\éû'Jbrdm)  '^\d^ly^'ird^) 

et  les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  normal  d 
viennent 

dué¥>-      dudv      du  dv       dudv       dudv       du  dv"* 
dy  dt       dsdy      dx  dr      dxdi       dxdy       ^5r 

(du  dv 


fdudv       dudv\,.         .    .    f  du  dv        dudv\  , 


fdudv       du  dv\ 


Les  dénominateurs  ou  les  coefficients  de  J  —  ^j  ^ — , 
^  —  z  se  forment  très  simplement^  en  écrivant  sur  de 
lignes  les  quantités 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx' 

dx' 

dz' 

dx' 

dy' 

dz' 

dp 

dç 

dv 

</(• 

dv 

dp 

dx' 

dy' 

Jz' 

dx' 

dy' 

■&' 

partagées  en  trois  groupes,  et  multipliant  en  croix. 
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dans  les  deux  équations  dilTérentielles 
du  du  du 

rfp     ,  dtf    ,      ,     dç  . 

ubstitue ,  pour  dar^  dy,  dz ,  les  quantités  proportion- 
s  I  —  X,  >]  — y^  Ç — z  ^  Ç,  y?,  (f  étant  les  coordonnées 
point  quelconque  de  la  tangente ,  on  a ,  pour  les  deux 
tions  de  cette  ligne , 

(«— )^+('-r)^H-{4-»)j,  =  o. 

kpiations  représentent  deux  plans  qui  ont  la  tangente 

commune  intersection. 

Tune  des  équations  de  la  courbe ,  ii  =  o ,  par  exem- 
ne  renfermait  que  deux  variables  x  ^y^  elle  représen- 

t  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy^   et 

lation 

du  .  du 

isenterait  à  la  fois  et  la  projection  de  la  tangente  à  la 
be  dans  Tcspace,  et  la  tangente  à  la  projection^  et 

ne  le  plan  des  dcy  est  quelconque,  on  en  conclurait 
ralcment  que  la  projection  de  la  tangente  à  une  courbe 
[X)nque  sur  un  plan  donné  se  confond  toujoiu^s  avec  la 
lînte  à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  même  plan, 
héorème  résulte  d'ailleurs  évidemment  de  la  défini- 
même  de  la  tangente,  puisque  les  tangentes  à  la  courbe  ' 
^  projection  sont  les  limites  dont  s'approchent  indéfi- 
;nt  la  sécante  et  sa  projection. 

n  appelle  plan  tangent  à  une  courbe  donnée  un  plan 
T.  I.  19 
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quelconque  passant  par  la  tangente  \  il  en  existe  donc  une 
infinité ,  et  en  appelant  généralement  /,  tti  ,  n  les  angles 
que  la  perpendiculaire  à  Tun  quelconque  de  ces  plans  fait 
avec  les  axes,  il  sera  réellement  tangent  si  Ton  a 

ces/ cos« -4- cos iit  CCS C  -+•  cos/zcosy  =  o. 

157.  On  déterminera  avec  facilité  les  asymptotes  dW 
courbe  tracée  d^une  manière  quelconque  dans  Tespace, 
soit  en  remarquant  que  ces  asymptotes  auront  pour  pro- 
jections sur  les  plans  des  coordonnées  les  asymptotes  des 
projections  de  la  courbe ,  soit  en  observant  que  si 

sont  les  équations  de  ces  asymptotes,  les  valeurs  de^  et  de  z 
tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée  pourront  se  met- 
tre sous  la  forme 

jr  z=z  mx -{- p  ^^  hy     2=:/tr  +  y+f, 

h  et  i  se  réduisant  sensiblement  à  o  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  x.  D'où  l'on  tire  évidemment 


m  =  lim.-,     /i=liin,  ~, 

X  X 

p  =  lim.  {jr  —  /wx),     q  =  lira,  (z  —  nx). 

Ainsi',  pour  calculer  les  coefficients  m  et  n,  il  faudra 
poser  dans  les  équations  de  la  courbe, j^  =  5jrr,  z  =:tx\ 
puis  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergent les  variables  5  et  t,  tandis  que  la  valeur  de  x  croît 
indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  m  et  n ,  on  obtiendra 
^  et  ^  en  posant 

Y  —  mx  =r  5,  ,      z  —  /IX  =  /, , 

et  cherchant  les  limites  de  5,  et  de  ï,. 

Le  calcul  qui  précède  donnerait  seulement  les  asymp- 
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!8  non  parallèles  au  plan  des  j^z  ;  mais  en  changeant 
re  elles  les  coordonnées  x  ety^  on  obtiendraitles  asymp- 

3s  non  parallèles  au  plan  des  zx  ou  au  plan  des  zy^  etc. 
!^es  points  d'arrêt  ou  de  rcbroossement,  les  points  sail- 
ts ,  les  points  multiples ,  en  général  les  points  singuliers 
ne  courbe  tracée  dans  Tespace ,  ont  ordinairement  pour 
éjections  sur  chacun  des  plans  coordonnés  des  points 
L  offrent  les  mêmes  singularités,  mais  qui,  parce  qu'ils 
Dartiennent  à  une  courbe  plane ,  pr^^ection  de  la  courbe 
inée ,  seront  facilement  déterminés  à  Taide  des  métho- 
i  déjà  exposées. 

applications. 

158.  i^*^  Exemple  :  L'ellipse  produite  par  Tintersection 
cylindre  à  base  circulaire  u=x*  +y^ — R'  =  o  et  du 
m  ^^  =  Ax  4-  By  4-  Cz  =  o.  On  trouvera 

xdx  +  X^X  =  ^  9     ^^  +  ^^X  +  Cdi  =r  o , 
dx        dy  dz 


y       -^      Ubx-Ax) 


c 

cos«      cosC  cosy 


X         — ^      ï 


-  (Rr  —  Ar)  [C>R«+(ftr-Ar)>]5- 


Les  équations  de  la  tangente  seront 

? — j^ i—x_      C — g 


enfin 

jrf  +r»  =  R'.    Af  +B,  +  CÇ  =  o. 

Ces  dernières  éqiutions  reprétentent,  comme  on  devait 

»9. 


*. 


} 
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s'y  attendre,  la  tangente  au  cepcle  base' du  cylindre ,  et  le 
plan  même  de  la  coilrbe. 

L'équation  du  plan  normal  sera 

c(fr — «fj?)  +  (Bx  — Ar)(Ç— *)  =  o. 

2™«  Exemple  :  La  courbe  produite  par  Tintersection  du 
cône  droit  x'+^*=R'^",  et  du  plan  Ax-h^+Cz=o. 
Les  équations  de  la  tangente  seront 

arf  -h  «r  =  R*<,     Af  +  B9  +  CÇ  =  oj 

celles  du  plan  normal 

C  (iy  —  fix)  +  (Bf — Air)R»z  +  (Er— Aj)  (Ç  —  z— R>«)=o. 

Les  équations  de  la  tangente  représentent ,  comme  on 
pouvait  le  prévoir ,  deux  plans  :  le  plan  de  la  coui:be  et 
un  plan  passant  par  Torigine  et  le  sommet  du  cône. 

2"*  Exemple  :  La  courbe  intersection  de  la  spbère 

et  du  cylindre  droit 

(^  —  4.R)»+z»  =  |R»,  ou  X*  —  Rr  +  i»=o, 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  rayon 
de  la  spbère.  Cette  courbe  a  pour  projection  sûr  le  plan 

des  xyj  la  parabole 

r*  =  R(R— x); 

sur  le  plan  des  zx^  le  cercle 

j:  •  —  Rx  +  z  *  =  o , 

sur  le  plan  des  jrz ,  la  lemniscate 

R»z»  =  j>(R«— j»). 

La  tangente  à  la  courbe  proposée  aura  donc  pour  pro- 
jections les  tangentes  â  la  parabole ,  au  cerde  et  à  la  lem- 
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niscate,  e'est-â-direles  trois  droites 

j:,  +  lRf  =R(R— ix), 

(x_i.R)f +  zÇ  =  lRS 
R»zÇ  — (R»  -  2^')ju=j4. 

L'équation  du  plan  normalpeut  être  mise  sous  la  forme 

X  Z  2X  \^  3  J 

et  Ton  reconnaît  qu'il  contient  le  rayon  mené  de  l'ori- 
gine au  point  (x,  j^). 

3"*  Exemple  :  l'hélice.  Considérons  un  cylindre  droit 

dont  la  base  sur  le  plan  xy  soit  le  cercle 

x'+7>=RS 

et  dans  ce  cercle  un  rayon  mobile  qui,  appliqué  d'abord 
sur  l'axe  des  x,  tourne  indéfiniment  autour  de  l'origine 
avec  un  mouvemeut  direct  ou  rétrograde ,  c'est-à-dire  de 
droite  à  gauche,  ou  de  gauche  à  droite,  et  soit  u  l'angle 
variable  décrit  par  le  rayon' pris  avec  le  signe  +  ou  avec 
le  signe  — ,  suivant  que  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde. Si  maintenant ,  à  partir  de  l'extrémité  du  rayon 
mobile ,  on  porte  sur  la  génératrice  du  cylindre ,  dans  le 
sens  des  z  positifs  lorsque  u  sera  positif,  et  dans  le  sens 
des  z  négatifs  lorsque  u  deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à  l'angle  u,  ou,  ce  qui  revient  au  même , 
à  l'arc  ±  Ku  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle ,  et  re- 
présentée en  conséquence  par  un  produit  de  la  forme 
riz  âRu,  a  désignant  un  nombre  constant,  l'extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  courbe  à  double  courbure , 
appelée  hélice,  et  dont  il  est  facile  d'établir  les  équations 
et  les  propriétés.  En  effet,  soient  x,  j^,  z,  les  coordon- 
nées de  cette  extrémité  ou  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe ,  on  aura  évidemment 

x=zficosUf     /=RsinM,     z=zaKUf 
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et  Ton  eu  conclura 
**-+-7'=R*>      2=  flRarccoft  -  =aRarc  tang -•, 


dx sina  ^ dy  cosa 


a 
cos  y  = 


et  il  résulte  ëvidenmient  de  la  dernière  de  ces  équations-  . 
que  Tangle  y  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avecTax^ 
des  Zj  eij  par  suite ,  avec  la  génératrice  du  cylindre ,  est 
un  angle  constant.  En  vertu  de  cette  propriété,  la  courbe 
se  développera  en  ligne  droite,  quand  on  développera  le 
cylindre  dont  elle  fait  partie.  On  trouvera  de  plus,  pour 
les  équations  de  la  tangente , 

?  —  J?   —  ^ — y  ^  C  —  g 
—  sinw         costt  a     * 

e^  pour  Téquation  du  plan  normal , 

(jj — x)  cosa  —  (f — x)sin  tf +  a($  — z)=zo. 

L'équation  z  =  a'R  arc  tang  -  représente  la  surface  hé- 

liçoïde  engendrée  par  une  droite  qui  reste  toujours  com- 
prise dans  un  plan  mobile  perpendiculaire  à  Taxe  des  z , 
qui  rencontre  cet  axe  au  môme  point  que  le  plan ,  et  qui 
tourne  autour  du  point  de  rencontre ,  de  manière  à  dé- 
crire, dans  le  plan  mobile,  des  angles  proportionnels  aux 
distances  parcourues  par  le  point  dont  il  s'agit.  Cette 
même  surface  coupe  évidemment  le  cylindre,  suivant  deux 
hélices  dont  les  points  correspondants  se  trouvent  situés 
à  égale  distance  de  Taxe  des  z,  sur  la  droite  génératrice  de 
la  surface. 
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|>lan  osculateur  irune  courbe  quelconque.  —  De  la  normale  principale. 


159.  On  appelle  plan  osculateur  d'une  courbe  quel- 
oque  en  un  point  donné,  le  plan  qui  contient  les  deux 
igentes  menées  à  ce  point  et  à  un  point  infiniment  voi- 
i ,  ou  le  plan  qui  passe  par  deux  tangentes  consécutives , 
enfin  le  plan  qui  passe  par  trois  points  infiniment  voi- 
is.  En  partant  de  ces  définitions,  on  trouvera  facilement 
quation  du  plan  dont  il  s'agît. 

1^^  Méthode.  Désignons  par  x^  y^  z  ^  les  coordonnées 
point  de  la  courbe  \  par  a ,  6 ,  y ,  les  angles  que  fait  avec 
.  axes  la  tangente  en  ce  point  \  par  | ,  yj ,  Ç,  les  coordon- 
es  de  Tun  quelconque  des  points  du  plan  osculateur^ 
r  /,  m,  /},  les  angles  inconnus  que  fait  avec  les  axes  la 
rpendiculaire  à  ce  plan.  Son  équation  sera 

(f — x)cos/+(jy  — /)cos/»  +  (Ç— z)cos/i  =:  0. 

*  plan  devant  passer  par  la  x*^^  tangente ,  et  par  une  tan- 
Qte  très  voisine ,  qui  fera  avec  les  axes  des  angles  dont 
I  cosinus  seront 

cosC-|-:\cosC=:cosff-|-<'cos(^.(i  +0, 
cosy+Aco5y=:cosy+r/co8y.(i-f-i'*), 
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(e\  e",  e"*  étant  des  quantités  très  petites),  on  aura 

C05«  COS/-|-COS^  COS/7t-f-COSy  COS/t  =  O9 

[cos«+rfcosoe.(i  +  i')]cos/+[cosff+rfcosff.(i+i")]co5iii 

+ [cosy  +  ^/cosy.  (i  + 1*')]  ca»«  =0, 

ou,  en  réduisant  et  supposant  que,  la  seconde  tangent 
devenant  infiniment  voisine  de  la  première,  les  quantit 
e',  e",  e"*,  s'évanouissent, 

cos  A  ces  /+  CCS  C  cosm  +  cosy  cos  a  =  o  , 
</cos«e.cos/+  «fcos^.cos/71  -f-^fcosy.cos/1  =  o. 

On  tire  de  ces  deux  équations ,  jointes  à  Téquation  connu»  ^^^c 

cos*/  +  cos*/»+  COS*/l  =  I, 

cos  /  ' cosm cos  n 

eosCicosy-cos ydcos C'cos^tf cos «-cosatfcosy    cosa<2cosC«cosC(feo8  < 


I 


[(ces  C<{cos  y-cos  ><f  cos  C)*H-(cos  T^cf  cos  «-COS  «<2cos  y)*-f-(cos  «jlcot  C-008  Ci  c( 

Les  valeurs  de  cos/,  cosm,  cosn,  et  par  suite  réquatioi 
du  plan  osculateur ,  se  trouveront  ainsi  complètement  dé- 
terfhinées.  Comme  on  a 

m 

dx  ^      dy  dz 

COS«  =  --r-,       C08b=-f-,.     COSy  =  ~ , 

as  as  ds 

les  équations  qui  précèdent  peuvent  se  mettre  sous 
forme 

cos  I  cos  m  cos  n 


dYà^-dzà%      dsd^-^dxd^      dxd%^dyd^ 
'^     dt  ds  ds  ds  ds  ds 


En  prenant  Tare  s  pour  variable  indépendante,  on  aurai 

I    ,dx       d^x        i    j  djr       d*Y         1     ,  dz       d*z 
ds    ds       ds*  '      df      ds        ds*  '      ds      ds       ds*  ' 
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et  par  suite 

cos/  cosiw  cos/i 

dx<i  >z — dzd^y       did^x — dxd^z       dxd^y — dyd^x 

_    ±1        

\/'{dyd^z^did^yY'^[dzd^x—dxdHY'\-{dxd^y—dyd^xf 

C^ix  a  de  plus 

{^y-d^z — dzd^yY-^idzd^x — dxd^z^^idxd^y  —  dyd^x)^ 
=  {dx^  +  rfr»  +  dz^)\{d^xY^{d^yY+  {d^zY\ 

—  (dxd^x  -f-  dyd^y  +  dzd^z)*; 

otx  a  d'ailleurs,  puisque  5  est  variable  indépendaute , 

On  aura  donc  enfin 

cos/  cos/ii  cos/i 

tiyd'^z^^dzd^y       dzd^x~^dxd^z       dxd^y^^dyd^x 

1 


Sii  Ton  cessait  de  prendre  Tare  s  pour  variable  indépen- 
dante ,  on  aurait 

^yd  j  —  d^^=^  {dy{dsdH^dzdU}^dz{dsd^y'-^yd^s)] 

dzd  -r—  dxd  -r-  =  -7-  (dzd*x  —  dxdH) , 
d!f  ds       ds  ^  ^ 

dxd^^dyd^  =  ^  (rfrrf>7  —  dyd^x), 

I/équation  rir'  -|-  dy^  -|-  rf^'  =  //y'  donnant  d'ailleurs 

dxd'x  +  dyd'y  +  r/s^'z  =  dsd^Sy 
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on  trouverait 

ces/  COS/Tt  COS/l 


dyd  *z  —  dzd^jr-      dtft^x^  dxd*z      ^xd^y-'^^yd  *x 

I  1 


^  \/^(d*x)*+{d^xY+(d^B)^—{d*sY  * 


Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  x  pour  yariabh 
indépendante,  et  où  Ton  désigne  par  j^',  z'^j"^  z',  les  dé- 
rivées dey  et  de  z  du  premier  et  du  second  ordre,  on  a 


ces/  cos/n      cos/i 


Les  angles  /,  m,  n  étant  ainsi  déterminés,  réquatioi 
du  plan  osculateur  deviendra 

(f — x)  (rfjrf'z— £/zrf*7)+(j»— j)(rfzrf»ar — dxd*z) 

+  {i—z){dxd^X—dyd^x)  =  G, 

ou ,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante , 

2""  Méthode,  Soit  toujours 

(£ — x)cos/+(iy — j)cos/?i  +  (Ç— «)cos/i  =  «  =  o 

Téquatlon  cherchée  du  plan  osculateur.  S'il  doit  passer  pai^' 
deœc  autres  points  infiniment  voisins  du  point  (x,j^,  z)n 
son  équation  1/  =  o  devra  être  vérifiée  quand  on  y  rem- 
placera x^y^z  par 

jT  +  Ax,    jr  +  ùiXj    z  +  Az, 

et     X-f-2A4?  + A*X,    J  +  2A^  +  aA'j,    «+2AZ  +  A'», 

on  devra  donc  avoir  non-seulement  Au=  o^  du  =  o^ 
mais  encore  A*i/  =  o,  d*u  =:  o  :  on  a  d'ailleurs  évidem- 
ment 

du=,  dx ces /-+-  dy  ces  m^dz  ces  n , 
d^u  ==  rf*x  cos  /  +  d^y  cos  /w  +  rf*r  ces  w  : 
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>ii  aura  donc  nécessairement 

dx  cos  /  +  dy  cos  iw  -f-  rfz  cos  «  =  o , 
d*x  cos  /  +  rf*jcos  m  +  rf'z  cos  n  =  o/ 

t  l^on  tirera  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  déjà 
JciJées  de  cos  m  ,  cos  n ,  cos  /. 

1 60.  On  appelle  normale  principale  d'une  courbe  en 
a.  point  quelconque  (x,  y^  -z),  celle  des  noiQiales  à  la 
►urbe  qui  se  trouve  dans  le  plan  osculateur.  Dësnlors  on 
^itquc  la  normale  principale  est  Tintersection  du  plan 
>TTnal  avec  le  plan  osculateur.  En  appelant  X,fjt,  v  les 
^  gles  qu'elle  fait  avec  les  axes ,  Ê  >  '^  »  ?  ^^^  co^tlonnées 
-    l'un  quelconque  de  ses  points,  ses  équations  seront 

?  —  ^  _n — r  __C — g. 

cos  A  cos  fé  cos  »  ' 

^^is  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  la 
c>rmale  au  plan  osculateur  qui  font  avec  les  axes  des  an- 
l~«s  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  aux  quantités 

dxy     dy,     dzy 
riyd^z  —  dzd^x^     dzd^x^-dx  d^Zj     dxd^y  — dyd*x\ 

Kl  aura  donc 

cos  Xdx  -^  cos  ^  dy  -f-cos  wdzzzz  o , 

cos  X{dyd^z  —  dz  d*y)  +  cos/»  {dz  d*x  —  dx  d*z) 

'+'COSf(dxd^y  —  dy  i/»x)  =  o, 

['où  l'on  tire,  en  éliminant  d'abord  cos  v, 

osx(dx^  d*y —  dxdyd^x — dzdydH  +  dz*d*y) 
^coSf€{dz*d*x — dzdxd*z  —  dxdy  d^y^  dy*d*x)-=iOy 
cos  A  [{dx^  4-  dz*)  d^r  — dy{dx  d^x  +  dzd*z)] 
—  cos  fft  [{dz *+dy*)d*x  —  dx  (dz  d*z  +  dy  d^)]  =  o  ; 

Dais  les  équations 

^'•+-  dy*  +  dz*  =ds*f    dx  d^x  +  dy  d*y+dzd*z=zdsd*Sf 
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donnent  / 

* 

dz*+dxK^ds'  — da:*y     dz  d^z  +  dy  d^y  z=,dsd*s^dx^r^ 
donc 


i 


■     -A 


C08  A  [(**  —  dx*)d^x  —  dx{ds  d^s — dy  d^y)] 

— i^fê[{ds^  —  dx^)  d*x  —  dx  {ds  d*s  —  dx  d^x)]  =  Oj 

•    V.'. .  ces  A  cos^. 

dsd^x^^dxd^s       dsd^y^^dyd^s 


s 


»  f    • 


Eh  ëlifiliiisCnt  fx  on  aurait  trouvé  de  même 


COSA  COSv 


dsd^X'^-'-dxd^s       dsd*z — dzdU 
on  aura  'donc  définitivement 

COSA  COS/K  CO3» 

dsd^x^dxd^s       dsd*y — dyd*s  ""  dsd^z  —  dzd*s^ 
équations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


cosA cos^ cos  » , 


^ï  ^î  ^î     v/(4)'+(4)"+(4J 


ds' 


V^{dsd»X'dxd*sy+{dsdy-dyd^sy+{dsd*z-diid*sy 
La  quantité  sous  le  radical  est  évidemment  égale  à 

ds*  [d*xy+  idyy-H^^y]+  W*  (^^  +  <(r'+^*) 

— :ids  d*s[dxd*x+  dyd*y+dzdH], 
ou  à 

ds*[(d*xy+{dyy+{d*zy+{d\sy'-^{d^'sy] 

=ds*[{d*xy+{d*yy+{d*zy—(d'sy]y 
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on  aura  donc  définitivement  .    ' 

ces  A  cos^ ces  f ,    ds-    ■ ; 

(h  ds  ds 

et  les  équations  de  la  normale  principsUe  seront 

? — X  __  Il — f  Ij_  z — g  ■ 

jdx  ""  ^dr  ""  ^^  '.  _        • 

ds  ds  ds  •' 

m 

Quand  on  prend  Tare 5 pour  variable  m4épendante,  les 
équations  qui  précèdent  se  réduisent  à 

COSA  COSfi cos» ,  r'  1 

d^x   ""    «?>jf  ""    </*a  ■ 

161 .  Au  lieu  de  définir  directement  le  plan  osculateur, 
pour  déterminer  ensuite  la  nomiâle  principale  à  Taide  du 
plan  osculateur,  on  aurait  pu,  avec  M.  Cauchy,  définir 
d'abord  la  normale  principale  pour  en  déduire  le  plan  os- 
culateur  en  procédant  comme  il  suit. 

Lemme.  Etant  données  deux  courbes  qui  se  touchent , 
si ,  à  partir  du  point  de  contact ,  on  porte  sur  ces  courbes, 
prolongées  dans  le  même  sens^  des  longueurs  égales  mais 
très  petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes. 

Démonstration,  Supposons  que  les  longueurs  égales 
portées  sur  la  première  et  la  seconde  courbe,  à  partir 
du  point  de  contact,  aboutissent,  d'une  part,  au  point 
(Xjjr^  -r),  de  l'autre  au  point  (Ç,  y?,  Ç)  ;  soient  de  plus  5,  a 
les  arcs  renfermés^  i^  entre  un  point  fixe  delà  seconde 
courbe  et  le  point  {x^y^  z)i  a®  entre  un  point  fixe  de  la 
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seconde  courbe  et  le  point  (^ ,  v^  ^)y  tandis  que  les  ordon- 
nées x,y,  Zy  ^y  y?,  ^varieront  simultanément,  la  diffé- 
rence s* — (T  restera  invariable,  puisque  les  petites  lon- 
gueurs portées  sur  les  deux  courbes  sont  par  hypothèse 
égales  entre  elles  ^  on  aura  donc 

r. —  s  =  const. ,   «•  =  ^  +  coDSt. ,    da-=z  elSf   dw^  —  dlr*  =  o, 

^f  >  +  i/,,»  +  £/Ç»  -. £ir»  —  rfj«  —  di«  —  o, 
(df  +dx)  {d(^^)+{dii+dx){dn—dx)+{di:+dz){dZ—dz)-o, 

Soient  d'ailleurs  a,  6,  y  les  angles  que  forme  avec  les  axes 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  prolongée  dans 
le  même  sens  que  les  axes  5  et  a^  ^  la  longueur  de  la  droite 
menée  du  point  (Ç ,  y? ,  (^)  au  point  (x,  jr,  z)  ;  enfin , A,  fc,  y, 
les  angles  que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives ,  on  aura 

dx       dS       iir-f-rfî  M      djr       dn        dy+dn 

ds        do-        ds  +  dv-  ds        or       ib -{*dr 

dx       dC       di+d^ 

cosy  =  —  =  — = ■ — -; 

ds        dr       ds-\-dT 

f — X  jy  —  Y  t * 

COSA  =  — ^,      cos^=-y-,     cosr=-np; 

ces  trois  dernières  fractions,  quand  la  longueur  8  sera  très 
petite,  seront  sensiblement  égales  aux  quantités 

rfî — dx       dn'^-'dy       d^ — dz 
~dV'         d^      '     ~dr'' 

de  sorte  que  Ton  aura  sensiblement 

dSi-^dx  du — dr  dt^-'dz 

Dès-lors ,  si  dans  Téquation 

{di-^x){d^^^^x)Mà^'^^y){dn—dy)^{di:,^  ' 
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on  met  à  la'  place  des  trois  sommes  les  quantités  propor^ 
tionnelles  cos  a,  cosë,  cosy,  et  à  la  place  des  trois  dififé- 
rcnces,  les  quantités  également  proportionnelles  cosX, 
cosfx,  cosv,onaura 

costfcosA  +cosCcos^-|-  cosycosy  =o, 

et  cette  équation  exprime  bien  que  la  droite  menée  du 
point  (x,  y^  z)  au  point  (^,  >?,  ^,  est  sensiblement  perpen- 
diculaire à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

162.  En  remplaçant  dans  le  lemme  qui  précède  la  se- 
conde courbe  par  la  tangente  à  la  première ,  on  obtiendra 
le  théorème  suivant  :  Si,  à  partir  d'un  point  donné  sur  une 
courbe ,  on  porte  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente  pro- 
longées dans  le  même  sens  des  longueurs  égales  et  très  pe- 
tites, la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  longueurs 
sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente.  Cette 
normale,  qui  mérite  d'être  remarquée,  est  précisément 
celle  que  nous  aurions  pu  appeler  à  priori  normale  prin- 
cipale. Pour  fixer  sa  direction,  appelons!  la  longueur 
portée  sur  la  tangente  et  sur  la  courbe ,  et  substituons  à 
f ,  r7,  ^,  leurs  valeurs 

f  =  X  -f-  I  costf ,      n  =  j  H- 1  cosC,     Ç  =  a  + 1  cosy, 

dans  les  équations 

di — dx  dn^^dy  dZ.^-'dz 

^'on  peut  mettre  sous  la  forme 

cos  A  COSM  COSv 


^—dx'~dn—dy  d^-^dz' 
>Ti  trouve  de  cette  manière 

cos  A     COS/i     cos»  cos  A    COSm    COSv 

—        —  — ou     — — • 


dcostù       dco&Z       rfcosy'  .dx  dy        ^^*  * 

ds  ds  ds 
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or  ces  dernières  équations  prouvent  bien  que  la  normale 
en  question  coïncide  effectivement  avec  celle  qui  est  si- 
tuée dans  le  plan  osculateur. 

Après  avoir  ainsi  défini  d'abord  la  normale  principale, 
on  obtiendrait  immédiatement  Téquation  du  plan  oscilla- 
teur, en  le  définissant  un  plan  qui  passe  à  la  fois  par  la 
tangente  et  la  normale  principale.  En  effets  si  Ton  ap- 
pelle /,  m ,  n  les  angles  que  la  perpendiculaire  à  ce  plan 
fait  avec  les  axes ,  la  double  condition  de  passer  par  la  tan* 
gente  et  la  normale  principale  donne 

costi  cos /-t-cos  Ccosm -^cosy  cos/i = o  y 
cos/cosA-^cos/7tcos^+cos/i  cos» =o , 


ou 


cos  «  cos /-(- cos  ^cos  m -f- cos  y  cos /i  =  Oy 
cosldcos»-\'COsmdcosC'^cosndcosyz=o; 

d^où Poi;!  déduirait,  comme  nous  Tavons  déjà  fait,  les  va* 
leurs  de  cos/,  cosm,  cosn^  et  par  suite  Téquation  da 
plan  osculateur. 
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deux  courbarei ,  du  rayon  de  courbare ,  da  centre  de  courbure  et  du 
cercle  oscuUteor  d^une  courbe  quelconque. 


165.  L'angle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives 
ou  entre  les  tangentes  extrêmes  de  Tare  infiniment  petit 
zti  Ay ,  est  ce  qu'on  nomme  Tangle  de  contingence  ;  dési- 
gnons par  Ar  ce  même  angle ,  et  par  Aci>  l'angle  infini- 
ment petit  compris  entre  les  plans  osculateurs  qui  cor- 
respondent aux  extrémités  de  ce  même  arc,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont 
il  s^agit.  Les  quantités  At  et  Aci)  ne  pourront  s^évanouir 
constamment  que  dans  certains  cas  particuliers,  savoir  :  la 
première ,  lorsque  la  courbe  proposée  se  changera  en  une 
ligne  droite  ;  et  la  seconde,  lorsque  cette  courbe  deviendra 
plane.  Mais  en  général  Ar  et  Aeo  conserveront  des  valeurs 
différentes  de  o  ^  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  limites 

Vers  lesquelles  convergeât  les  rapports  ±:  — ,  ±:  — 5  pen- 
chant que  l'arc  ±:  A5  décroîtra  indéfiniment,  ces  limites 
:^îi  — ,  zb  — ,  qui  seront  équivalentes,  si  l'on  considère 

tzine  courbe  plane ,  l'une  à  la  courbure  de  cette  courbe , 
l'autre  à  o,  serviront  à  mesurer  dans  tous  les  cas  ce  que 
'Tious  appellerons  la  première  et  la  seconde  courbure  de 
la  courbe'  proposée.  Ces  deux  courbures  sont  réelles 5  en 
T.  I.  20 
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petite  dont  Tordre  a-\-2  surpasse  de  deux  unités  Tordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  maintenant  que  Ton  projette  les  deux 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  u.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant f,  ;(,  ^y  Içs  angles  que  les  droites  MP,  MQ,  PQ 
font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

mp  =  MP  cos^  =  I  cos^  9  mq  =  MQ  cos;^  =  i  cos;^, 
/?é7=PQcos4  =  ^isinjêtcos4^y 
mpq  =MPQcos'W=ji'sîn#coS'W  =  i*  sin^  «  cos-^  #  cosv 
=z\mp  Xpq  X  sin mpq  =  71  cos^  X  ai  sin  y«  cos^^  sin mpq; 

d'où 

cos4'ircosir 
sm  mpq  = = 7-; 

la  perpendiculaire  mr  abaissée  du  point  m  sur  la  droite 
pq  seira  égale  au  produit  mpX^sirLmpq^  et  Ton  aura 

COS^^COS'Sr         /C0S^«C05« 

mr=  mpXsinmpq  =  icos(f>  ,   = —- j 

COS  <p  ces  ->L  COS  -yL 

or  la  valeur  de  Tangle  o)  étant  très  petite ,  et  celle  des  an- 
gles tr,  ç,  X»  4*'  ^^^^  sensiblement  différente  de  —  ,  les 

quantités  cos|a),  cosu,  cosf,  cos;^,  cos^p  auront  des 
valeurs  sensibles,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  donnent  pq^'mr^  pour  reconnaître,  i^  que  la 
distance /7^  est,  dans  Thypothèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  Tordre  a  -4-  i,  et  qu'dle  forme  avecla 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o  ^  a^  que 
la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  i*'  ordre.  Ob- 
servons encore  que  la  tangente  commune  aux  deux  courI)cs 
]>rojctées  se  confondant  à  très  peu  près  avec  la  droite  mff* 


vingt-heuvième  leçok.  ioj 

MDm'  sera  précisément  Tanglé  des  deux  {dans  normaux^ 
ou,  ce  qui  revient  an  mème^  Tangle  At  des  denx  tan*^ 
gentes  menées  aox  extrémités  de  Tare  ±  A^,  on  aura 
donc,  en  exprimant  que  dans  ce  triangle  les  sinus  sont 
proportionnels  aux  côtés, 


ring+  .') 

r  (l+i)A5  Ar(l-|-fJ      Ai* 


sin 

sitiAr  ,       sinAr        Ar 


et,  en  faisant  converger  As  vers  la  limite  o,  oh  trouvera 


=  lim.  ±  —  =3  - . 


lim.  r  ^s        f 

Il  importe  d^obscrver  que  le  plan  osculateur  passe  par 
les  deux  tangentes  consécutives,  et  qu'il  est  pdr  consé- 
quent perpendiculaire  aux  deux  plans  normaux  infini- 
ment voisins  et  à  leur  commune  intersection;  en  sorte 
que  la  normale ,  qui  est  perpendiculaire  à  cette  commune 
intersection  et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  r,  se 
confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprise  danfs  le 
plan  osculateur,  e^est-à-dire  avec  la  normale  principale. 
Il  suit  évidenmient  de  ce  que  nou^  venons  de  dire  que, 
pour  obtenir  le  premier  rayon  de  courbure  p ,  il  suffit 
de  construire  la  normale  principale  correspondante  au^ 
point  (pOjj^  ^),  et  de  chercher  la  portion  de  cette  droite 
comprise  entre  ce  point  et  un  plan  normal  très  voisin.  Le 
rayon  p ,  mesuré  de  cette  manière  sur  la  normale  princi- 
pale, est  ce  qu^on  noïnxfifé  le^  rayon  de  cddH^àré  de  là 
courbe  proposée  relatif  au  point  (t^jr^  z)j  et  Po^  aj^l^Ué 
centre  de  courbure  Te^i^trémité  du  rayon  de  courbure,  qui 
peut  être  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la 
normale  principale ,  et  d^un  plan  normal  itifitfhlfent  v(n- 
sin.  Le  cercle  qui  a  ce  dernier  point  pour  centre  et  le 
rayon  de  courbure  pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  cour- 

20, . 
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bure  y  ou  cercle  oscillateur  ^  il  touche  la  courbe  proposée 
et  a  même  courbure  qu'elle.  Si  par  la  tangente  et  par  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur  on  fait  passer  un  nou- 
veau plan ,  le  centre  de  courbure  sera  évidemment  situé, 
par  rapport  au  nouveau  plan,  du  même  côté  que  le  point 

(x  -h  ^X'>y  +  ^y^  ^  •+-  ^^)y  et  coïncidera  nécessaire- 
ment avec  Tun  des  points  du  demi-axe  dont  la  direction 
est  déterminée  parles  angles  X,  [i ,  v,  que  la  normale  prin- 
cipale fait  avec  les  axes ,  et  qui ,  comme  nous  Tavons  vu , 
sont  donnés  par  les  équations 

cosA cos^      cos» 

ds  'ds  €ls 

'  165.  n  est  facile  de  calculer  la  longueur  du  rayoii  de 
courbure ,  en  partant  de  Téquation  qui  le  définit 

1        _.    ,.        Ar  ,    dr 

-  =±:lim.  —  =  ±3". 
p  à  s  ds 

En  effet,  cosa,  cosS,  cosy,  cosa+Acosa,  cos6-f-Acos6, 
cosy  +  Acosy  étant  les  cosinus  des  angles  que  font  avec 
les  axes  deux  tangentes  très  voisines  ,  on  a 

cos*«  +cos*C+cos*y  =  t, 

(cosa4- A  cos«)*  +  (cosff-|-A  cosff)» +(cOS7r -f-A  COSy)*  =  I, 
cos  Ar =cos«  (cos  «e  4-  A  cos«)  +  cos  ff  (cos  Q+  A  cosC) 

+  cosy  (cosy  +  A  cosy)  ; 

si  de  la  sonune  des  deu|[  premières  équations  on  retran- 
che le  double  de  la  seconde,  il  vient 

2(1  —cos  Ar)  =  (a  cos«)*  +  (a  cosC)*  +  (a  cosy)*. 

On  a  d^ailleurs 

Ar  .   , AT 

ODS  Ar  =  I  •— 2S1D' — ,      2sm*  —  =1— COSAr; 

a  .2 
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donc 

asin  —  =  V/{Acosa)*-f.(AcosC)»  +(Acosy)*, 
et  par  suite 

At  .    At  .     Ar 

—  sin—  2S1I1  — 

,.       At  a        ,.  a        ,.  a 

liin.  —  =z.lim.  —  =  lim.  =  lim.  

às  àS  ^s  A  5 


et  enfin , 

I         j_ dr  /Jdcosâ^}        /rfcosC\«  ,  fdcosyy 

En  procédant  de  la  même  manière ,  on  trouverait  pour  la 
seconde  courbure 

I         _.dtê         //rfcos/V  .    /dcosm\*  ,    /dcosny 

Il  resuite  évidenmient  de  ces  formules  que  la  première 
courbure  -  est  généralement  nulle  dans  le  cas  où  les  an- 
gles a ,  6 ,  y  deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure 
-  dans  le  cas  où  les  angles  /,  m ,  n  conservent  toujours 

les  mêmes  valeurs;  ce  qui  s^accorde  avec  les  définitions 
que  nous  avons  données  de  ces  courbures. 

Si  dans  la  valeur  du  premier  rayon  de  courbure  Ton 

met  pour  cos  oc ,  cos  6,  cos  y ,  leurs  valeurs  -r- ,  -^,  —,  il 

*  as      as      as 

viendra 
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conde  courbe  un  arc  IVER.  qui  soit  égal  à  Tare  MP,  les  sé- 
cantes PR  et  PQ  seront,  comme  on  Ta  vu,  sensiblement 
perpendiculaires  à  la  tangente  commune  ;  de  plus  la  corde 
QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle à  cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
rectiligne  PQR ,  les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  différera  très  peu 
d'un  angle  droit;  donc  le  rapport  entre  les  deux  premiers 
côtés  qui  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  opposés, 
différera  très  peu  deTunité,  et  en  désignant  toifjours  parc» 
rangl»des'deux.rayons,  et  par  e  uue  quantité  infiniment 
petite,  on  aura  PR=  PQ( i  -f-e),  et  parce  que  PQ,  corde 
de  l'arc  qui  mesure  o)  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  /, 

est  égale  à  21  sin-,  on  aura 


PR  z=  (i  +f)2isin-. 

2 

D'ailleurs  en  remarquant  que  le  rapport  d'un  arc  à  la 
f  corde  a  pour  limite  lunité,  et  désignant  par  e'  une  nou- 
velle quantité  infiniment  petite ,  on  a  arc  ]MP=(i  +c')i*. 
Donc  puisqu'en  con^Mérant  le  rayon  vecteur  i  comme  in-» 
finiment  petit  du  premier  ordre ,  Tare  MP  sera  lui-même 

infiniment  petit  du  premier  ordre ,  tandis  que ,  comme 

•  *   ♦  •  • 

nous  l'avons  vu,  le  produit  2  z  sin -et  la  dislauce  PR  se- 

a   ...  - 

ront  des  infiniment  petits  de  l'ordre  «-+-!,«  désignant 

l'ordre  de  contact  des  courbes,  on  obtiendra  dans  tous  les 

cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d'une    unité  le 

nombre  qui  exprime  l'ordre  do  la  distance  infiniment 

petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs 

égylds  (^X  infiniment  jletitcs  dU  premier  oixlrc  jJortées  sur 

les  deux  courbes  à  parjLÎr.du  pmnt  de  contact,   ce  cpril 

fallait  démontrer.  .  , 


\. 


é 


•    ♦  •* 
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.  par  conséquent ,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure 
'une  courbe  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sol* 
îtte  courbe  et  sur  sa  tangente  prolongées  dans  le  même 
ms ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites,  et  de  di- 
iser  le  carré  de  Tune  d'elles  par  le  double  de  la  distance 
)mprise  entre  leurs  extrémités  :  la  limite  du  quotient 
it  la  Taleur  exacte  du  rayon  de  courbure. 
En  comparant  ensemble  les  équations 

COSA  COft^ CCS» ^,    ^1         # 

Hiv/(4jH-(4)V(4)"-'    ■ 

Q  trouvera 

rf?         4         4 

ds  as  as 

COSA  =  p— ,      COSA«  =  p— ,      co»p  =  p  — , 

en  prenant  s  pour  variable  indépendante, 

d*x  dW  d^z 

COSA  =  p— ,       0OS^=p_,      C08,=p^.. 

167.  Si  Ton  suppose  qiïe  le  plan  xy  devienne  parai- 
le  au  plan  osculateur,  on  aura-  -%.  •  ^ 

'm  ,  • 

cQs/  is  G,    cofm  =:  o,    00611  =:  d::  I , 

t  par  suite,  en  vertu  des  équations 

coildx  +  cosm^  +  cosndz  =  o; 
co$ld*x  +  coimd*jr  +  cOind^z  =  oj 
dz  =:  o'y     d^z  =  o, 
f  ,      dxd*Y'~^drd*x 
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Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  est  donc  égal 
en  grandeur  au  rayon  de  courbure  de  sa  projection  sur 
le  plan  osculateur.  Ces  deux  rayons  de  courbure  co'mei- 
dent  aussi  en  direction ,  puisque  la  normale'  principale  , 
située  dans  le  plan  osculateur,  sera  évidemment  la  nor — 
maie  à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan^  donc,  etc.. 

168.  Appliquons  ces  formules  à  Fhélice  représentées 
par  les  équations 

X  9b  Kcqi^Uy    j=R'sintt,     «=aRs, 
et  prenons  II  pour  variable  indépendante ,  on  trouvera 


dxzzz 

d*x  = 

dx     _ 
— «ma" 

ds  = 
cosc 


—  Rsinu^iCy     ify'  ^  Kcosudu,     dzz^aUdu^ 

—  Rcosiw/a%  d*jr  =  — Rsinif^tt^     rf»z=o, 

cosif      a  costf     smtt    '    G 

±  V/i  +fl*. Rf/a ,     d^s  =  o y 
cosC         cosy       _,  I 


sma 


cosif- 


Ï/T+ 


La  différentielle  seconde  d^s  étant  nulle,  on  devra  em- 
ployer les  formules  où  Tare  s  est  pris  pour  variable  indé- 
pendante ,  et  Ton  aura 


ces  A 

il 

COSil 

cos/ 


cos^   cos» 

sintt  G 


cosy  =  o, 


asm  If 


cos  m 
acosu 


cos  71 


\/t+a*' 


P 


V/i  +  û»  V  V    ds    J   ^\    ds     ) 


du 


P  =.(i  +  fl»)R. 


.     VINGT-» EITVIÈME    LEÇON.  3l3 

quatioa  du  plan  oscillateur  sera 

a(f  —  x)Mna'^a(i»'^  j)co$if +  Ç  —  45  =  0, 
Ç  — -  2  =  a  (9 CCS tt -^ f  sinif). 

în  Ton  aura 

k  la  quantité  a  on  sul>stitue  Fangle  7,  L'é  avec  a  par 
raation-  cosy  =  —  .  on  trouvera 

i        cosut  cos/i       _|_  B.       ^       ,  . 

= =±cosy,   p  =  -T-Y~=Rcosec*yf 


-;— cosic        tangy  srn'y 

R  =  -; =aRcosécay. 

sinycosy 


équation  cosv  ==  o  prouve  que  la  norinale  principale 
rhélice  au  point  (or,  y^  z)^  coïncide  avec  la  perpendi- 
aire  abaissée  de  ce  point  sur  Taxe  des  z,  ou,  ce  qui 
ient  au  même,  avec  la  génératrice  de  la  surface  héli- 

le,  représentée  par  l'équation  z  =  oR  arc  tang  '^.  Donc 

>lan  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
bélice ,  c'est-à-^re ,  en  d'autres  termes ,  le  plan  qui 
clie  la  surface  héliçoïde  au  point  (fc^jr,  z),  se  con- 
ira  nécessairement  avec  le  plan  osculateur  de  Thélice. 
^n  déduirait  directement  la  valeur  p  =  Rcoséc'y  du 
^u  de  courbure ,  de  Técjuation 


I» 


P=Uin-, 

dans  ce  cas  deviendra,  comme  on  le  prouvera  faci- 
«nt 

=  *""•  (ï^T=l^  =R{.  4-«')=RcosccV 
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Détermioation  analytique  da  centre  de  courbure.  —  Dé?eIoppée  (Puoe 

courbe  quelco^ue.  ^^ 


169.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quel- 
conque, correspondant  au  point  (ar^j^,  z);  |,  n,  Çjlc* 
coordonnées  de  rextrémitë  de  ce  rayon  appelée,  centre  d^ 
courbure;  A,  jù,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du  point  (x^jf^^^ 
au  point  (|,  y?,  ^),  droite  qui  coïncide  avec  la  normale 
principale,  on  aura 


P 


=  COSA, 


y— r  _ 


=  COS/« 


C-* 


CPSA  = 


dx 


ds 
^    dt    ' 


'd 


(  —  X  =p* 


dx 
ds 


^— r= 


ds      ^ 


=S    OOSPy 


et  en  remettant  pour  p*  sa  valeur 


dsd^x —  dxd^s * 

{élord*z—dzd*y)*'^dgd*X'^dxd  *s)*-h(dxd  •j^tfyd's)* 

dtd^jr^drd*s 


irS 


?-*  = 


{djrd  •B'-dzd*jrY'\'  {dsd  ^x^-dxd^g)*-^  {dxd^jr-^^d^x)* 

dsd*B  r—  d»d*s 


rdi*f 


(4yd  *M—dsà^yy'^(dzd'^x^dxd  •ey'^(dxd*r^drdfx)^ 


VA'/ 
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Uy  ce  qui  revient  au  même, 

ans  le  cas  où  Ton  prend  x  pouRgfeùJ>le  indépendante, 
s  formules  précédentes  se  réduisSR^ 

(,4./.+^.).''      (r'*"-/V)«+*"»+/»»^'^-'  ^  '' 


l'aide  de  ces  équations,  on  pourra  déterminer  les.ooor- 
^nnées  ^ ,  n,  ^  du  centre  de  courbure,  ,qui,  comme  on . 

prouvera  facilement,  vérifieront  en  général  le  S3fstème 
îs  trois  équations 

({_x)ic +  (,— j')rfjr +(Ç  — «)d«  =  o, 
— x)d*x+{ii-~-y)d*x+{Z — »)<'•» — dx'-'dx*—d»*=o. 

c^  çef  trois  équations ,  la  première  exprime  que  le  cttitre 
^  co^nrbure  çst  à  une  distance  pdu  point  (x,  y,  js)^  la 
Mupèn^  qu'il  est  dans  le  plan  normal;  la  troisième,  qu'il 
it  partie  d«à  plan  oscillateur  :  ask  aurait  pu  le»  écrire 
priori,  et  il  est  essentiel  d'observer  que  Ton  retrouve? 
i  devxième  et  la  troisième,  Icnraqu'on  différencie  la  pre- 
dëre  et  la  deuxième  en  opérant  comme  si  les  trois  incoB--. 
ues  ^ ,  y?,  ^  étaient  des  quantités  constantes. 

170.  Quandle  point  {pc,y^  z)  vient  à  se  déplacer  sur  la 
ourbe  donnée,  le  centre  de  Gourbu^ê  se  déplace  en  même 
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temps.  Si  le  premier  point  se  meut  d'un  mouvemoit  con- 
tinu sur  la  courbe  dont  il  s^agit,  le  second  décrira  une 
nouvelle  courbe  :  or  pour  obtenir  les  équations  de  cette 
dernière,  il  suffira  d'exprimer  en  fonction  d'une  seule 
variable  x,  j',  ou  5,  à  Taide  des  équations  m  =  o,  f  =o, 
de  la  courbe  donnée ,  les  seconds  membres  des  équations 
qui  donnent  | ,  y?,  ^y  dk d'éliminer  cette  variable  entre 
ces  trois  équations.  |flp€ux  équations  résultantes  de  cette 
élimination  ne  renfmneront  plus  que  les  trois  variables 
I  ?  ^  >  Ç  5  ®^  représenteront  précisément  la  ligne  qui  sera 
le  lieu  géométrique. de  tous  les  centres  de  courbure  delà 
courbe  donnée. 

Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne  ^ 
différentions  par  rapport  à  toutes  les  variables,  les  deuc 
équations 

(e_x)»+(i,-r)*  +  (ç-^)*  =  />s 

en  y  regardant  x^  y^  z  comme  tenant  la  place  de  lenr^ 
valeurs  en  1,  y?,  Ç.  En  opérant  ainsi,  on  trouve 

dxdi'^ydiii'{-  dzdl^  =  o. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  tangente  me^ 
née  &  la  nouvelle  courbe  par  le  point  (|,  r? ,  Ç),  forme  un 
angle  droit  avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  donnée  {xr 
le  point  (pc^j^  z).  Donc  la  tangente  à  la  nouvelle  coiirf»^ 
est  comprise  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée. 

De  plus,  si  l'on  nomme  a  l'arc  de  la  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  |,  u,  C' 
on  aura 

dp       £  —  xdi  ,  >  — r  ^»   ,   Ç — *  ^î 
dv  ('      do"  fi        dv  (•       dr- 
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i\  réstilte  évidemment  de  cette  dernière  formule,  que 

:*épport  -^  est  égal  au  cosinus  de  Fangle  aigu  ou  obtus, 

Euépar  le  rayon  de  courbure  p  avec  la  tangente  à  la  nou- 
Le  courbe.  Quand  la  courbe  proposée  est  plane ,  cette 
^ente  se  confond  avec  le  rayon  de  courbure  ou  avec 

L  prolongement ,  et  par  conséquent  le  rapport  —  se  ré- 

L  t  au  cosinus  d'un  angle  nul,  ou  au  cosinus  de  Tangle  ir , 
strà-dire  à  di  i .  On  a  donc  alors 

fon  en  conclut ,  comme  on  Ta  déjà  fait,  que  Tare  Aa  est 
différence  des  rayons  de  courbure  correspondant  à  ses 
ox  extrémités.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  la 
Lorbe  donnée  cesse  d'être  plane ,  et  dans  ce  cas  le  rap- 

rt  ~  obtient  généralement  une  valeur  numérique  dif- 

:^nte  de  l'unité. 

171 .  Concevons  qu'un  fil  inextensible  d'une  longueur 
nnue ,  soit  fixé  par  une  de  ses  extrémités  à  un  certain 
lint  d'une  courbe ,  et  que  ce  fil ,  d'abord  appliqué  sur  la 
Dgente  menée  à  la  courbe  par  le  point  dont  il  s'agit, 
enne  à  se  mouvoir  en  demeurant  toujours  tendu,  de 
lie  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  renfermé  entre 
point  fixe  et  le  point  variable  {pc^y^  z).  L'autre  partie 
i  restera  droite  et  touchera  la  courbe  donnée  au  point 
,  y  y  z)^  sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira 
le  nouvelle  courbe ,  que  l'on  a  désignée  sous  le  nom  de 
veloppante  de  la  première.  Celle-ci  prend,  par  rapport 
[a  deuxième ,  le  nom  de  déi^eloppée.  On  peut  facilem- 
ent établir  comme  il  suit,  leurs  propriétés  respectives. 
Soient  |,  >},  (^,  les  coordonnées  du  point  de  la  déve- 
ppante,  qui  correspond  au  point  (pc^jr^  z),de  la  déve- 
ppée  et  r  la  distance  entre  ces  deux  points.  En  désignant 
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par  ce ,  ê,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente I 
la  première  courbe ,  qui  coïncide  avec  le  rayon  r,  on  aun 
à  la  fois        " 

dx      (  —  x  ^      djr      «  —  Y  d»      Ç.»-» 

C0BC=x-7^  = ,   0OSCs»-7  =2^ ^,   OOBV=:-r   =   — , 

as  r  as  r  as         r 


et  par  suite , 


% — X      »— 7      -Ç  — » 


dx 


dy 


dz 


+i- 


en  supi>osant  que  la  longueur  r  est  comptée  à  partir  da 
point  (x,  jf<i  z)^  de  la  développée  sur  la  tangente  prolon- 
gée dans  le  même  sens  que  Tare  5.  De  pliis,  on  aura  dans 
cette  hypothèse, 

r+j=rc,     £/r  =  — dif; 
donc 


dx  dy  dz  rfr* 

dx  dy        ^  de 

(-a>=-r-^,    ,-j.=_r^,    Ç-.=-,-, 

en  différenciant  ces  dernières  équatioiis,  on  trouve 


c/f — dxz=L^^dr---''^rd-rrt  dn^-^dy=: — dr~- 

af  dr  dr 


rdt 


dr 


dr 


ou  en  réduisant 


„f  =  -r,^.. r,%.,(^-r,%, 


d'où  Ton  tire 


^+**+^=-n»(^4+*4+*^). 
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mais  Ton  a 

donc 

dxéBi  +  rf^^i/^r  +  dzdj(^  =  o. 

Il  réstilte  de  cette  dernière  formtde  que  les  tangentes 
menées  parles  points  correspondants  (x,  j^,  z),  (|,  19,  Ç), 
à  la  développante  et  à  la  développée,  se  coupent  à  angle 
droit.  Donc  la  tangente  à  la  développée  est  toujoum  nor- 
male à  la  développante. 

Lorsque  la  développée  est  connue,  ainsi  que  ftoos  Pa- 
vons supposé  dans  ce  qui  précède,  il  suffit  pour  avoir 
les  équations  de  la  développante  de  substituer  dans  les 
formules 

j.  dx  àr       ^  ds 

k  la  place  de  x^jr^  z  leurs  valeurs  exprimées  en  fonction 
de  s  et  de  remplacer,  en  outre,  r  par  czps^  puis  d'élimi-* 
ner  s  entre  ces  mêmes  formules.  En  effet,  on  parviendra 
de  cette  manière  à  deux  équations  entre  | ,  >7  9  ^  qui  re- 
présenteront évidemment  la  courbe  décrite  par  Fextré- 
mité  de  la  longueur  r.    • 

i  72.  Supposons  à  présent  que  Ton  cherche  non  plus  une 
développante,  mais  une  développée  de  la  courbe  à  laquelle 
appartiennent  les  coordonnées  variables  x^jr^  z.  Appe- 
lons I  r  ^  9  C  ^^  coordonnées  variables  du  point  de  cette 
développée  qui  correspond  au  point  (x^jr^  z)^  r  la  dis- 
tance entre  ces  deux  points,  a  Tare  de  cette  courbe  comp-* 
tée  à  partir  d'un  point  fixe  ;  a ,  ê,  7  les  angles  que  lait  avec 
les  axes  la  tangente  k  la  développée  prolongée  dan^le  sens 
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de  Tare,  on  aura 

COS«  =  -;^=— ,    COSC'=-7-=^ y    C08y  =  -^=: 

dr  r  atr  r  dr        r 

r  —  »•  =  <?,     drz=i  àvy 

d?  =  {Ç-.;r) ^,  ■  rf,  =  (,  -r)  7 .     «^  =  (Ç  -»)  7. 
(f — *)»  +  (,  ^yf  +  (Ç  —  «)•  =  r'. 

Si  Ton  diSerentie  trois  fois  de  suite  cette  dernière  éqna-    , 
tion,  en  prenant  Tare  ^  pour  variable  indépendante,  et 
en  ayant  égard  aux  équations  qui  précédent,  on  trouvera 

et,  en  mettant  pour  «f^,  dn^  d^^  leurs  valeurs, 

—[((^x)dx+{9  — r)  dy  +  (Ç  — «)cfe] 

=z—[li—x)dx+{n—x)djr+(!^—z)dz]+rdr=nir, 
d'où        (f  — x)d:r  +  (i,— 7)rfr  +  (Ç  — *)dz  — o; 

2^.  En  différentiant cette  dernière  équation, 

(f  _  j:y  «x  -f.  (u  —  ^>/>j  +  (Ç  —  ^)^*« 

OU,  à  cause  de 

didx+dfidy  +  ^/Ç^/z  =  o,      dx^  +  <//»  +  i/z»  =  ds^^ 

(f  — xy«x  +(1,  _^)rf»j.  ■+:(?  —  z>/»z  =  d:^', 

et ,  en  metUnt  pour  $  —  x,»}—  y,  f —  z,  leurs  valeurs, 
r{did*x  +  difd»^+  t/Çi/»z)  =  ds^dr-, 
3°.  En  difierentiant  Téquation 

{i—x)d*x  +  {fi—x)dy+{t;^  —  z)d^z  =  ds\ 

ou 

({— x>/.nrf»x  +  (1,  —jr)d.niy  +  (Ç— z>/.n/*z 
-♦.rrf'a?(<a— dr)+  nrf»^  (d„  —  dj)  +  rri^z  (dÇ  ^dz)  =  d.rd^\ 
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aais 

dxd*x  +  dyd^y  +  dzd*z  =:  dsd^s  =i  o, 

r{did*x  +  d^id^x "H  d^d*z)  =ds^dr\ 
lonc 

f  —  x)</./ï/»a?+  (9  — y)d.Td*X'HZ—^)^^^^^  +  ^'^*  =  ^^'^'^ 
(f  —  x)d.rfix  +  (v  '^y)d,rd^x  -f-  (Ç  —  z)d.rd*z  =  o. 

3es  quatre  équations 

(f— x)>  +(1,  —  j^)*  +  (Ç  —  z)»  =  rS 

(i—x)dx  +  (,  —  j)rfjr  +  (Ç  —  z)dz  =  o, 

(f — j?)r/»x  H-  (1,  —x)^X  +  (Ç  —  *)''•«  =  ds% 

{i—x)d.rd^x  +  (,  —  j)  rf.7Y/»j  +  (Ç,—  «y,n/»2  =  o, 

>n  tire 

i*3-dsd,rd'*jr      dsd,rd^x-dxd.r€bs      dxd,rd»jr-4jrd,rd*x 

ds* 

c(jird.rd*g  —  dsd.rd*jr)-i-d*jr{ded,rd^x~~dxd,rd*M)'f'd*s(dxd.rd^jr — 4rd.rà»x) 

r 

V^l(4rd.rd*M''dsd.rd*x)*-i-(dMd,rd*X'^dxd,rd*£)»'^{dxd,rd*x-~'4yd,rd*xy]* 

■• .    r 

V^(ds*i(d.rd*xy'^{d.rd*jry'-h{dMu)*}^(dxd.rd»X'j^d,rd»x^^  l* 

égalant  ces  deux  dernières  fractions,  carrant  et  rédui- 
sant, on  trouve  *    ' 

td*x  d^x    ,d*r  ^   .  ^  Iffl     f^ 
d^  'dH^'^  ds*    ds^       ds»    ds^yds 

r^dix\    /dijry    /du\    /dxd*x    drd»r    dsdny-] 

l\^)       \^^)  '^KdTiJ^Kds  ds^'^'^dF'^'Sdà^)  J*" 

(dxd*yd  *£'dTd*Md  ^X'hdrd*sd»X'4rd*xd  ^»'^-dgd*xd*X'dtd*rd*x\  ■ 
— ^  r4  , 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

dr*         ^    dr     .     ^  ^  . 

A  -r-  +  Br  —  +  Cr»  H-  Dr»  =  o. 
ds*  ds 

T.  I.  '21 


+  a 
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Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  pour  Xyj^  z^  leurs 
valeurs,  exprimées  en  fonction  de  s^  elle  se  réduira  i 


F(,,r,  J)  =  o, 


et  sera  ce  qu^on  nomme  une  équation  différentielle  da 
premier  ordre  entre  r  et  j,  à  laquelle  on  pourra  satisfaire 
par  une  équation  de  la  forme  (f  (r,  5,  c)  =  o,  ou  r = y  (i,  c), 
c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Eji  donnant  à  c  une  valeur  particulière,  on  aura  ren 
fonction  de  5,  et  si  après  avoir  mis  dans  les  équations 

{i  —  x)dx  +  {n—jr)dx  +  (Ç  —  z)dz  =  q, 

{i—M)d*x  +  {n—y)d*y  +  (Ç  — «)i/»r  ='ds\ 

((—x)d.rti*x  +  {n—x)d.rd^x  +  (Ç  —  «)</./«/»«  =  0, 

à  la  place  de  x,  ^,  z^  leurs  valeurs  en  ^,  on  élimine  s 
entre  les  trois  équations  résultantes,  gn  obtiendra  entre 
les  coordonnées  (>  >7  9  ^  deux  équations  propres  i  repré- 
senter une  développée  de  la  courbe  que  Ton  considère. 
Cela  posé ,  il  est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité 
de  développées  qui  correspondront  aux  diverses  valenn 
de  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  diverses  Yalears 
de  la  constante  arbitraire  c. 

Ajoutons  que  toutes  ces  déveV>ppées  seront  situées  sur 
la  surface  que  Ton  obtiendra  en  éliminante  entre  les  deux 
formules 

{i  —  x)dx  +  {n  —  x)dx  +  {K  —  '^dz  =  o, 
*(i—x)d^x  -h  {^  —  x)d*x  +  (Ç— -z)#/»45  =  ds*. 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  ou  le  lieu  géo- 
métrique de  toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs 
propriétés  remarquables ,  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
quand  nous  aurons  parlé  de  l'application  du  calcul  diffi^ 
rentiel  k  la  rechercbe  des  j»*opriétés  des  surfaces  courbes* 
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Dq  contact  des  courbes  situées  d^une  manière  quelconque  dans  Pespàcéi 

—  Ginrbes  oiculatriees. 


175.  Considérons  deux  courbes  tracées  dans  Tespace  et 
qui  se  touchent  en  un  point  donné  M;  si  du  point  de  con-« 
tact  comme  centre,  et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on 
décrit  une  sphère,  la  surface  de  la  sphère  coupera  {.fig>  3  a) 
les  deux  courbes  en  deux  points  très  voisins  Tun  de  Tau- 
treP  et  Q  ;  et  en  admettant  les  définitions  que  nous  avons 
données  (n°  141),  quand  il  s'agissait  de  courbes  situées 
dans  le  plan  unique  des  coordonnées,  on  obtiendra  im-^ 
médiatement  le  théorème  suivant  : . 

Théorème  i^^.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un 
point  donné ,  Tordre  du  contact  est  inférieur  d^une  unité 
à  Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux  courbes, 
également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  dis-* 
tance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  or- 
dre, n  est  bon  d'observer  que  la  droite  PQ  =  s/sin-^o) 
([ui  unit  ces  deux  points  étant  la  base  d'un  triangle  isoscèle 
IVfPQ,  et  opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  (o, 
sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce 
triangle,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  tangente  dont  les  deux  côtés  difièrent  très  peu. 
La  surface  du  triangle  est  d'ailleurs  ^ale  au  produit 
7  /*  sîn  co,  et,  par  conséquent,  à  une  quantité  infiniment 

21  . . 
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pelîte  dont  Tordre  a+  2  surpasse  de  deux  unitës  l'ordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  maintenant  que  Ton  projette  les  deux 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  xs.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant (fj  Xî  ^î  ï^®  angles  que  les  droites  MP,  MQ,  PQ 
font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

mp  =  MP  cos^  =  I  cos^,  mq  =  MQ  cos;^  =  i  cos;^, 
pq  ^z'PQcoS'^  =  s/sinjtfcos^', 
mpç=MPQcos'»=-5-/*sin«fcos«!»  =  i*sin|«  cos^^cosv 
=z\ mp  'X.  pq  X  siampq  =  ji  cos^  X  2«  sin y«  cos4^ sin mpq-y 

d'où 

cbs-l-tf  cosv 
sinmpq  = r-i 

• 

la  perpendiculaire  mr  abaissée  du  point  m  sur  la  droite 
pq  seira  égale  au  produit  mp  "X  sin  mpif^  et  Ton  aura 

COs4-«  COS'Sr        I  cos4-«  cos<v 

mrznmpyC,  sinmpq  =  *  cos^  j-  = ; : 

^  ^'  cos^cos4  cos4 

or  la  valeur  de  l'angle  a)  étant  très  petite ,  et  celle  des  an- 

gles  cr ,  ç ,  X ,  ^ ,  étant  sensiblement  différente  de  —  ,  les 

quantités  ces  7  a),  coscy,  ces  y,  cos;^,  cosip  auront  des 
valeurs  sensibles,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  donnent  pq^mr^  pour  reconnaître,  i®  que  la 
distance  y:;^  est,  dans  Phypotbèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  l'ordre  a  +  i,  et  qu'elle  forme  avec  la 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o  ^  2^  que 
la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  i**"  ordre.  Ob- 
servons encore  que  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
projetées  se  confondant  h  très  peu  près  avec  la  droite  iw/^* 
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Les  équalions  de  la  normale  et  du  plan  tangent  sont 

1*        b^        c*  '  X  y  ..    ^        * 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  du  plan  tangent 
ivec  la  surface ,  il  faut  trouver  les  systèmes  de  valeurs  de 
^,  r;,  ^  propres  à  vérifier  simultanément  les  équations 

a'         ^*        r>  '     fl»  ^^  ^*         c»  ' 

or ,  de   ces  deux  équations  combinées  avec  la  formule 

r*       r'        z^ 

h  ï =  I  »  on  tire 

Vtf  «"^  ^v  V^*      ^*y'      \û*      ^' 


=(-9(-!^H'-^y- 


m,  ce  qui  revient  au  même , 

<i6    y  ~"v  c 


!je  plan  tangent  rencontre  donc  la  surface  suivant  deux 
iroiles  génératrices,  déterminées  par  les  équations 

ix ^^mj ^  __  ^—fi( ^.Ç  —  z 


a^       b^        c*  '  ab  c     ' 

4°**  Exemple  :  L'hyperboloïde  à  deux  nappes 

a*^^  b^        c* 
L'équation  du  plan  tangent  est 

a^       b^       c>  ~" 

il  n'a  de  conmiun  avec  la  surface  que  le  poiiit  (j:,  y^  z), 
5*"*^  Exemple  :  Le  paraboloïde  elliptique  représenté 
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par  réquatioii 

"^  +  17  ^ —  =  ®' 
a*       b*        c 

En  diiOrérentiant,  on  trouve 

J?'  j'         i/a      du X       //a jr       du 7 

•  « 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

(f_a:)-  +  {,_^>^-(C-.)-  =  o,ou-+^4=-, 

•r  /  I 

X*         J*         2Z  O 


fl»  '  é 


a 


c 


d'où  l'on  tire 


_L__J=  -iîp^,  x(f-ar)+jr(,_j,)+2z(Ç_»)=o. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  normale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  mené  par  ce  point  à  un  ellipsoïde  de  révo* 
lution  dont  l'équation  serait  de  la  forme 

or* +.^*+ 2z*  =  C. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  x^y^z  comme  seuls  va- 
riables, l'équation 

représente  un  second  paraboloïde  de  même  foi*me  que  le 
premier,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a 
pour  équation 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe   et  corres- 
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ondant  à  rordonnéc 

ans  cette  même  hypothèse,  l'ëqualion—  4-"^  ^^    

présente  un  plan  qui  coupe  les  deux  paraboloïdes  sui- 
Qt  une  ellipse,  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
une  avec  les  plans  tangents  menés  par  le  point  (Ç,  u,  Ç). 
Si ,  entre  les  trois  équations 


élimine  Ç  et  z,  ou  -2+^,  on  trouvera 

(^)v(^)-=«. 

• 
oomme  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  dernière  équation 
*cn  posant  |  =  or,  yj  =y,  et  par  suite  Ç  =  z,  on  en 
:^clut  que  le  plan  tangent  n'a  de  conmiun  avec  la  sur- 
:c  que  le  point  (x^y,  z). 

Qme  Exemple  .^  Le  paraboloïde  hyperbolique   repré- 
àté  par  Féquation 

»*      y*       9.Z      du 2J?,      du 2y       (iu  az 

Squation  du  plan  tangent  est 

<t — x)x   (y  — 7) j _ g— g  ou~— 'yi=^i^ 

a*  6"  c    '  a*        b^  c    ^ 

&  équations  de  la  normale  sont 

....  —  .       , 
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conde  courbe  un  arc  MB.  qui  soit  égal  à  Tare  MP,  les  sé- 
cantes PR  et  PQ  seront,  comme  on  Ta  vu,  sensiblement 
perpendiculaires  à  la  tangente  commune  ;  de  plus  la  corde 
QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle à  cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
rectiligne  PQR ,  les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  difTcrera  très  peu 
d'un  angle  droit;  donc  le  rapport  entre  les  deux  premiers 
côtés  qui  est  égal  au  r3pport  des  sinus  des  angles  opposés, 
difiTérera  très  peu  de  Tunité,  et  en  désignant  toitjours  par  (o. 
Tangl» des  deux. rayons,  et  par  e  uuc  quantité  infiniment 
petite,  on  aura  PR=  PQ( i  -|-e),  et  parce  que  PQ,  corde 
de  Tare  qui  mesure  o)  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  /, 

est  ^ale  à  2i  sin-,  on  aura 


PR  =  (i  +f)2isin-. 

D'ailleurs  en  remarquant  que  le  rapport  d'un  arc  à  la 
f  corde  a  pour  limite  Tunité,  et  désignant  par  e'  uuc  nou- 
velle quantité  infiniment  petite ,  on  a  arc  MP  =  (i  +c')/'. 
i)onc  puisqu'on  con^dérant  le  rayon  vecteur  i  comme  in-» 
finiment  petit  du  premier  ordre ,  Tare  MP  sera  lui-même 

infiniment  petit  du  premier  ordre ,   tandi3  que ,  comme 

» 

nous  Ta  vous  vu,  le  produit  2  isin-et  la  dislance  PR  se- 

ront  des  infiniment  petits  de  l'ordre  a  +  1 ,  a  désignant 
l'ordre  de  contact  des  courbes,  on  obtiendra  dans  tous  les 
cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d'une  miité  le 
nombre  qui  exprime  Tordre  de  la  distance  infiniment 
•petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs 
égçilds  (^t  infiniment  petites  dU  premier  ordre  portées  sur 
les  deux  çourbrs  h  partir. du  point  de  eonlaet ,  cv  ([u'il 
fallait  démontriT.  •  . 
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S  équations  de  la  normale  sont 

[I— x)=:j(i,— 7),   x(f  — x)+7(i,— j)+2z(Ç  +  «)=:o. 

ss  génératrices  sont  données  par  les  formules 

.  elles  sont  constamment  perpendiculaires  Tune  à  Taxe 
ïs  X ,  l'autre  à  Taxe  des  j^. 

8"*  Exemple  :  L'héliçoïde  représenté  par  Téquation 

z  =  aRan;.tangN  ~  n, 


u 


r=:;ctang      ,     A  =  — ^ — :^ — ^ — i, 

^-=--  cb  =  j;£(f  —  X  dx, 

aR 

.«es  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

e  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de, 
gnes  dont  Tune  coïncide  avec  la  génératrice,  c'est-à- 
Ire  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  contact 
UT  Taxe  des  z.  ^ 

185.  Quelquefois  des  lignes  ou  des  points  placés  sur  une 
urface  courbe,  offrent  des  particularités  dignes  de  re- 
larque,  et  analogues  à  celles  que  présentent  les  points 
nguliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singuliers  des 
irfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels  on  peut 
lire  passer  une  infinité  de  plans  tangents.  En  chaque  point 
e  cette  espèce  les  valeurs  de.  cos  X ,  cos  p,  cos  v  doivent 
tre  indéterminées,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
eux  cas ,  savoir  :  i^  quand  Tune  au  moins  des  quantités 
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et  Ton  devra  avoir  au  point  de  contact 


ar=f, 

dx       di 

ds   ~  dr' 

d^x        dH 

ds^    -^  do-*'*" 

#x  d»( 
ds^   '^  dt^^ 

X  =  l9 

dy  ^dn 
ds         dr^ 

d*x        d'u 
ds*  ~é/^>''-' 

dy  _  rf-t 

ds^  ^  dr«* 

«=ç, 

dz  _dZ 
ds  '^ds' 

d^z        rf>Ç 
ds-  -  A-»'-- 

Or  ces  équations  renferment  le  théorème  suivant  : 

178.  Théorème  4°^® •  Lorsque  deux  courbea^se  touchent, 
en  un  point,  si  Ton  considère  les  coordonnées  x^y^  z  de 
chacune  d'elles  comme  des  fonctions  de  Tare  5  pris  pour 
variable  indépendante ,  et  si  Ton  suppose  cet  arc  dompté 
sur  chaque  courbe ,  de  telle  manière  qu'il  se  prolonge 
dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point 
de  contact,  les  variables  x^j^  z  et  leurs  dérivées  succes- 
sives jusqu'à  celles  dont  Tordre  sera  indiqué  par  le  nom- 
bre entier  n ,  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre 
du  contact,  ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde  :  les  dérivées 

« 

ou  au  moins  Tune  des  trois,  changeront  de  valeur  quand 
on  passera  d'une  courbe  à  l'autre. 

Du  théorème  qui  précède ,  joint  aux  principes  éta- 
blis dans  la  dix-neuvième  leçon,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  rlles  un  contact 
de  Tordre  a,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieur  à  a,  i**  les  /i  premières  différentielles 
des  variables  x,^,  z,  prises  relativement  à  une  fonotion 
<^elconque  rde  ces  variables,  et  même  les  n. premières 
différentielles  d'une  fonction  quelconque  t  de  ces  variables, 
prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  arbitraire  u  des 
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Courbure  d'une  surface.  —  Rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la 
surlace  par  des  plans  normaux.  —  Rayons  de  courbure  principaux.' 


i86.  On  peut  apprécier  la  courbure  d'une  surface  don- 
née au  point  (x,  y^  z),  en  étudiant  la  courbure  des  sections 
faites  dans  cette  surface  par  divers  plans  passant  par  ce 
point ,  et  parmi  ces  sections  il  importe  de  considérer  sur- 
tout celles  qui  résultent  de  Tintcrsection  de  la  surface  par 
les  plans  normaux ,  et  que  Ton  appelle  sections  normales. 

Soient  U'=-o  Féquation  de  la  surface,  p  le  rayon  de 
courbure  de  Tune  des  sections  normales  relatif  au  point 
(pc^y^  z)\  Ç ,  yj ,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
correspondant ,  on  aura  ' 

cl ,  puisque  l'extrémité  $ ,  rj,  Ç  se  trouve  sur  la  normale  au 
point  {x ,  j,  z) , 

Ç— a:_  ly— jr  _  Ç— « 

du  du  du    ' 

dx  dy  dz 

On  aura  de  plus ,  comme  nous  l'avons  vu , 


(^^x)d'X'h{i—y)d*f+{l^—z)d»z  —  dx*—dx*^dz* 
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et,  en  diflerentiant  deux  fois  Téquation  a  =  o, 

du  ,  du  ,  du  ^        .   d^u  ,   ,    ,   d*u   ,    ^   ,    </*«  ,  ^ 


dx 


d^u 
du 


dx 
d^u 
dzâx 


dz' 


d*u 


ou 


du  du 

d*x  -4 d*r  -J d*z  =  —  Ods*^ 

dx  ^  dx     ^  ^  dz  ^      ' 


«n  posant,  pour  abréger, 
d^u  dx^  d^u  dr* 

Q  = 


dx^    ds^  dy*    ds*  dz^    ds 

d*u  dz  dx 

-L-  2 

dzdx  ds  ds 


d*u  dz*  d*u   djr  dz 


dfdz  ds  ds 
d}u  dxdjr 


dxdjr  ds  ds 
I     /         du  du  du\ 

Faisons  en  outre      R  =  y/(g  J  +  (^  )'  +  ( JJ, 
il  viendra 

LiLf  —  ^ — y  «_  C — ^ 

du  du      *"       du 

dx  dy  dz 


donc       — 1 —  : 
du 

_  «f  — J__  Ç  — z    _  ^   P    _          I 
r/«              ^«          -        R              Q 

dx 

^r           ^'^ 

«t  par  suite 

P        ^R- 

Celte  dernière  équation  donnera  la  valeur  du  rayon  df 
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courbure  d'uiie  section  normale  quelconque.  Dans  ces 
ronnules,  R  représente  une  fonction  connue  des  coordon- 
nées a:,  y^z\  quant  à  la  quantité  Q,  elle  peut  être  exjft*î- 
née  en  fonction  de  ces  coordonnées  et  des  angles  a ,  6 ,  y, 
jcte  forme  avec  les  axes  la  tangente  menée  par  le  point 
[jc  ^  jTj  z)  k  la  section  normale  que  Ton  considère.  On  a 
en  effet 

dx  0»       dy  '     dz 

ces  et  =:-!-,      COSb=:-f-,       COSy  =  —, 

as  as  as 

et  par  suite 

d*u  d*u         ^      d*u  d^ti         -, 

Q  =  -^-TCOS*«^ — ; —  cos*te  +  -; — cos*  y  4-2-7—7- COSTCO*  y 
dx*  dx  dz*  dfdz 

d*u  ^       d*u  ^ 

+  2    ,     ,     COSy  COS«-t*2  -; — r-  COS»  COSb. 

dzdx    .  dxdjr 

H  suffira  doiA  de  donner  avec  le  point  (or,  y^  z)  la  tan- 
gente à  la  section  normale  pour  déterminer  le  rayon  de 
courbure  p  de  cette  section. 

187.  Lorsqu'on,  passe  d'une  section  normale  à  l'autre 
sans  déplacer  le  point  (^,  J",  z)^  les  angles  a,  6,7,  et 
par  suite  Q,  p  et  Ç,  yj,  ^  changent  de  valeur;  si  dans  ce 
passage  la  quantité  Q  change  de  signe,  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'une  des  sections  normales  sera  déterminé  par 

l'équation  -  =  ^ ,  et  le  rayon  de  courbure  de  l'autre  par 

l'équation  -=  —  ^  :  alors  aussi ,  puisque  p  et  R  sont  es-^ 

sentiellement    positifs ,  et  que   de    plus    les    quantités 

~,  -7-,  -;-  sont  indépendantes  de  ûc,  6,  y,  il  faudra  né- 
or    dy    dz  ^ 

cessairement  que  les  différences  X — x ,  >?  — y^  Ç — z  chan- 
gent de  signe  avec  Q.  Donc  les  deux  centres  de  courbure 
seront  situés  à  Tégard  du  point  (x ,  /,  z)  l'un  d'un  côté , 
l'autre  de  l'autre ,  sur  la  normale  menée  par  le  même 
point  à  la  surface. 
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Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sectioiis  normales, 
menées  par  un  même  point ,  ont  entre  eux  des  relaticms 
remarquables,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  rayon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a,  6,  y.  Pour  y  parvenir  on  a  recours  à  une  constmctioQ 
géométrique  très  simple ,  qui  consiste  à  porter  sur  chaque 
tangente  une  longueur  égale  à'  la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de- 
gré :  en  effet,  si  Ton  appelle |,  >3,  Ç  les  coordonnées  de 
Tune  de  ces  extrémités ,  on  aura 

f — X=:p'5'cos«,      ly— j=:/5»COsC,      Ç — «  =  p»COSy, 

et  en  plaçant  l'origine  au  point  {x^y^  z)^ 

f  z=:  p'3' COS«,      v  =  /5~CO$C,      ÇzzrpTeoSy. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  a ,  cos  6 ,  cos/ 
et  les  substituant  dans  lequation  Qp==  ±:R,  où  Ton  a 
d'abord  mis  à  la  place  de  Q  sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus,  il  vient 

d*u  y-,    .         d*u   -, 

1  Cette  dernière  équation,  quand  on  y  considère  |,  r„l^ 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  courbe  plane ,  lieu  de  toutes 
les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 
l'origine  actuelle,  ou  avec  le  point  (x,j',  z),  c»t  donc 
bien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  l'équation  de  la  surface  et  ceUe  du 
plan  langont  qui ,  dans  Thypotlièsc  où  l'on  prend  le  point 
(t,  y^  z)  pour  origine,  en  posant  .r  =  o,^  =  o,  r=o,  se 


réduit  à 
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f,du  du        ^dtt 


itaj  en  appelant  X,  p,  v  les  angles  que  la  normale  à  la 
surface  fait  avec  les  axes  j 

(  COSA  +  9  COS^  +  Ç  ces»  =  G. 


r 

Les  équations  de  cette  ligne  se  réduiraient  encore  à  une 

forme  plus  simple  si  l'on  prenait  pour  plan  xy  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  (oc^y,  z)'^  alors,  en  effet,  on 
aurait  ^.  =  o,  et  Féquation  de  la  courbe  dan»  son  plan 
serait  *^ 

d*u  -.,     .         du*  ^     .    d*u  ,    _ 

On  voit  alors  clairement  que  cette  courbe  sera  une  ellipse,, 

.1    3.«./  /  d*u\'       d*u       d^u  .      .         _    . 

SI  la  différence  (  -j— r- 1  —  ^7  X  ^-7  est  négative  ;  deux 

hyperboles  conjuguées  si  cette  différence  devient  positive  ; 
deux  droites  parallèles,  si  la  même  différence  se  réduit 4/ 

siéro.  / 

•    •  .*   • 

Ajoutons  que  Tellipse  se  transformera  en  cercle  si  Vtm  a 

d^u  ^  d*u        d^u    _  ^ 

et  se  réduira  à  un  point,  si  Ton  a  de  plus  R  =  6.  Comme 

on  .  peut  d'ailleurs  choisir  arbitrairement  Ifi'plan  jjj^,  le  > 
raisonnement  qu'on  vient  de  faire,  est  évidemment  ap- 
plicable à  tous  les  points  de  la  surface  proposée. 

188.   Pour  chaque  section  normale,  les  coordonnéeâf 
Ç ,  y}  du  point  situé  sur  la  tangente  à  l'extrémité  de  la  loii- 
T.  I.  •        ■    *  .  23 . 


■    m 
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gueiir  p^  Térifient  toujours  une  seule  des  deux  équations 

d*m  ^  d^u  ^         d^u 

Si  dans  le  passage  d'une  section  normale  a  une  autre,  le 
, premier  membre  de  ces  équations  change  de  signe,  on 
devra  eriiployer  tour  à  tour  ces  deux  équations,  qui  cor- 
respondent, la  première  à  l'équation^  =  ~ ,  la  seconde! 

Féquation  -  =  —  ^ .  Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

de  courbure  de  djg3  deux  sections  normales  seront  dirigà 
en  sens  contraire  :  au  reste  ce  premier  membre  ne  peut 
clianger  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  différence 

/  d^u  Y        d*u      d*u 

\dxdx)         dx~*      ^  ^ 

est  positive,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  courbe  est  for- 
mée du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  dé 
.  deux  hyperboles ,  dont  l'une  a  pour  axe  réel  l'axe  imagi- 
naire de  l'auti^e,  et  réciproqiy^ment.  Dans  ce  cas  le  plan 
tancent  à  la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
parties  dont  l'une  renferme  les  sections  normales  dont  le 
rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens,  tandis  que 
l'autre  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de 
courbure  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire,  lors- 
que la  courbé  est  une  ellipse,  toutes  les  sections  normales 
•nt  laur  coigrbure  tournée  dans  le  même  sens ,  ce  qui  sup- 
pose que  la  surface  courbe  est  située  tout  entière  (Tun 
même  côté  daplan'  tangent.  «  > 

Puisqu'il  exista  des  relations  nécessaires  entre  les 
rayons  veoC^urs  relatifs  à  certaines  lignes  du  second  de- 
gré et  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  nor- 
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anales,  toute  propriété  de  ces  rayons 'vectiars ,  toute  re- 
lation (pii  les  fait  dépendre  les  uns  dé^  îintres ,.  entrai- '    *■ 
aéra    nécessairement  une  propriété  corréspdhdante  des 
rayons  de  courbure  et  établira   entre  evoL  des""  relatidtis    . 
plus  ou  moins  importantes,  qui,  dans  un  grand  nod^lil^ 
ie  cas ,  permettront  de  les  déduire  les  uns  des  autres. 

Ainsi ,  puisque  dans  une  courbe  du  second  degré  il  y 
a,  en  général,   deux  rayons  vecteurs  principaux,  ^qpt 
chacun  est  un  maximum ,  ou  un  minimum,  il  y  aura  auspi  ' 
pour  les  surfaces  deux  rayons  de  courbure  principaux 
maxima  ou  mini  ma.   Nous  nommerons  sectioxlS  {princi- 
pales les  deux  sections  normales  auxquelles  coFrespondent 
ces  deux  rayons  de  courbure.  Les  deux  rayons  vecteur^*, 
principaux  étant  pcrpcndîculstîres  Tun  à  Tautxe,  les  plans  •/ 
des  sections  principales  se  couperoÀt  aussi  à  angle  drodft  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dah^  le     / 
même  sens ,  ou  eu  sens  contraire ,  suivant  que  la  coùi4)e, 
lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs,  sera  une  eHîgse/ 
ou  la  réunion  de  deux  hyperboles  cat1}ùguées««03s  rayons 
de  courbure  représenteront  dans,  le  prcmiericas  mima»*       ' 
mum  e^  un  minimum  \  dans  le  second  deux  myilna.  En 
d^autres  termes,  si  la  cotirbe  du  second  degré  est  une 
ellipse,  ces  sections  principales  seront  des  sections  norma- 
les de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  ;  mais  si  cette 
courba  est  Tensemble  de  deux  hyperboles,  les  sections 
principales  seront  Tune  et  l'autre  des  sections  normales 
de  plus  grande  courbure ,  seulement ,  leurs  courbures  se-' 
ront  dirigées  en  sens  contraires  ;  dans  la  même  hypo- 
thèse, les  sections  normales  dont  les  plans  renfermeront 
les"  asymptotes  communes  aux  deux  hyperËoles,  auront 
éyidemment  des  courbures  nulles',  ou  des  rayons  de  cour- 
bure  infinis^  dcînc  les  plans  des  deux  sections  notmales 
dont  les  courbures  s'évanouiront  formeront  des  angles 
égaux  avec  les  plans  d^s  sections  principales.'  • 


> 
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et  Féquation  du  plan  tangent  deviendra ,  en  ayant  <^ard 
encore  à  récjuation 

(du       dp    ,    d(v  \  ^ 

Dans  le  cas  où  Ton  regardera  J^j  n^  Ç  comme  des  cons- 
untes,  x^y-j  z  comme  variables,  cette  dernière  équation 
représentera  une  surface  du  degré  m  —  i ,  lieu  géomé- 
trique des  points  de  contact  de  la  première  avec  les  plans 
tangents  menés  par  le  point  (|,  yj ,  Ç).  Si  la  surface  donnée 
est  du  second  degré,  la  seconde  se  réduira  simplement  à 
une  surface  du  premier  degré,  c'est-à-dire  à  un  plan,  et 
Ton  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si ,  par  un  point  donné ,  Ton  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact 
feront  partie  d'une  même  courbe  plane. 

Si  Ton  suppose  1^  =  0,  w  =  o  ,.réquation  de  la  surface 
donnée  sera  7/  =  r ,  et  relie  du  plan  tangent 

du  du  du  ^ 

Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à  une  surface 
parmi  point  donné  (x,y,  z),  ne  la  rencontre  qu'au  point 
dont  il  s'agît,  ou  qu'il  la  touche  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes,  ou  qu'il  la  traverse.  Dans  les  deux  derniers  cas,  si 
l'on  désigne  par 

/(•r,    r,   z)    =r    o 

l'équation  de  la  surface,  par  Ç,  yj,  ^  les  coordonnées  va- 
riables d'une  des  lignes  suivant  laquelle  cette  surface  est 
touchée  ou  traversée  par  le  plan  tangent,  ces  coordon- 
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dirigés  dans  uii  certain  sens,  ei  le  sigms  —  pour  ceux  qui 
sont  dirigés*  en  sens  inverse,  m  sommé  dont  il  s'agit  sera 
^ale  9  au  signe  près ,  à  la  sonmic  ou  à  la  difTérence  des 
quotients   que  Ton  obtient  en  divisant  Tunité  j)ar   les  -. 
rayons  de  courbure  principaux. 

i89.  Si  Ton  suppose  la  courbe  du  second  degré  rap* 
portée  à  ses  axes  principaux,  son  équation  doit  se  ré- 
duire à 

ot  Ton  aura  en  conséquence 

d*u 


dxdy 


G. 


De  plus,  si  Ton  appelle  a,  S  les  angles  qu'un  rayon  vec- 
teur quelconque  r  fait  av6É  les  axes  principaux ,  ce  rayon 
vecteur  partant  du  centre  se  trouve  déterminé,  si  la 
courbe  est  une  ellipse ,  par  Féquation 

—  =  -— cos*et  +  7- cos*C  =  •—  cos*«  -t-yi^in*», 
▼      r*       a*  0*  û*  o* 

et  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  par  l'équation 

±—  =  — cos*« —  7-cos*b  =  --cos*«  — t:  sm*«: 
on  aura  donc  aussi ,  en  ayant  égard  aux  équations 

II  .     I    . 

-  =r  —  cos*a  H sm*«  , 


ou 


it  -  =  —  C05*  *  —  —  sm  •«. 

P  Pi  Pa 


On  arriverait  directement  à  ces  ccpiations  de  la  manière 
suivante.  Quand  on  prend  pour  plan  xy  le  plan  tangent 


« 
•  1 


* 
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V 


2"*»  Exemple  :  L'ellipsoïde  —  +  ^^  -[-  il  =  i . 

'■  a*        o^       c"^ 

Le  plan  tangent  a  pour  écpiation 

il  ne  rencontre  la  surface  qu'au  point  (j:,  y,  ^)  :  en  effet, 
des  écpiatious  simultanées 

a' 


^a  "^  A»  "*"  ^a  —  '  »  77  "^  AT  "^r-r;  —  ■  > 


jointes  à  l'équation  de  l'ellipsoïde  —  +  T7  +  —  =   i>  on 
tire 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

(^)'+(^)-('-^7=»'    ■ 

et  par  suite 

èz=x,     n=jr^     Ç=2. 
Les  équations  de  la  normale  sont 

3"*^  Exemple  :  L'hyperboloïde  à  une  nappe 
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tDLule  * 


♦  V 


le  second ,  à  .' .  ^ 

P  p.  Pa        '. 

)  donc  une  relation  très  simple  entre  Jie  rayon  de 
*c  d'une  section  normale  quelconque  et  les  deux 
de  courbure  des  sections  principales,  relatk>nqui 
de  calculer  facilement  ce  rayon  de  courbure  quel- 
quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure 'princi- 
il  les  angles  que  la  tangente  à  la  section  normale 
c  les  tangentes  aux  deux  sections  principjales. 
courbe  devenait  un  cercle,  on  aurait 

pi  =  p.  =  r 

tte  ligne  était  formée  de  deux  droites  parallèles , 
!S  deux  rayons  de  courbure  principaux,  p^  par 

e,  serait  infini^  —  serait  nul,  el  p  serait  donné 

P% 

[uation  très  simple 

I 

p  =  —  COS*c«, 

Pi 

it  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
e  qui  aurait  pour  tangente  la  perpendiculaire  me- 
iL  deux  parallèles  par  le  point  (x,y,  z). 

rêvons  que  le  rayon  de  courbure  p  étant  donné  par 

ion  '     j^    % 

—  =  ±—  cos*a±  ^  sin*fle,     .    <    *         V 


P  h 
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par  Téquation 

X*  .    r*       HZ 

a*       6*         c 
En  différentiant,  on  trouve 

•  f 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

(f--)^  +  (^-r>f-(C-.)'-  =  o,ou^!+;^^ 

X  y  I 

X*         J"         2Z  o  ' 


a»    '   6 


a 


C 


d'où  l'on  tire 

_L___^=  _i2__JL!,  x(e-*)-lrr(,-j')+2z(Ç— *)=o. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  oormale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  mené  par  ce  point  à  un  ellipsoïde  de  révo* 
lution  dont  l'équation  serait  de  la  forme 

^"  +r*+  23»  =:C. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  x,  j^,  z  comme  seuls  va- 
riables, l'équation 

représente  un  second  paraboloïde  de  même  foime  que  le 
premier,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a 
pour  équation 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe   et   corrcs- 
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Détermination  analytique  des  sections  de  coorbore  principales  et  des 
rayons  de  courbure  principaux.  —  Rayon  de  courbure  ou  d^une  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface. 


190.  Concevons  à  présent  que  Ton  veuille  déterminer 
dans  Tespace,  pour  un  point  cpielconque  {x^y^  z)  de  la  sui^ 
face  donnée,  la  direction  des  tangentes  aux  sections  de 
courbure  principales,  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, n  suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et; 
le  minimum,  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

en  supposant  les  coordonnées  ^  9  y7  ,  (^  liées  entre  elles  par 
les  deux  équations 

ilu  du        y  du 

Par  suite  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de  ^ ,  y?  ,  (^  cor-^ 
respondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux,  devront 
satisfaire  à  Féquation 

dp=:qy    ou     f  r/f +  f  r/«r  +  Ç^?  =  a, 
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r>U 

Pour  obtenir  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  tangent,  il  suffit  d^assujétir  les  coordonnées  1,  v!)  (^ 
à  vérifier  à  la  fois  les  deux  équations 

a»       ^»""    c   '     fl*       b*  c     ' 

Or  si  entre  ces  dernières  et  Féquatiou  de  la  surface 

4?*  X^  2» 

â»"~  b^  ^T' 
OU  élimine  Ç  et  z ,  ou  j5  +  (^ ,  on  trouvera 

fl«  "^  Â">  "^^  ^  ""  à^~*  V^  "^  *vJ  ■"  "*' 

ou 

et  Ton  eu  conclura 

? — J^  __  «y— J      Izif  — »y — X 

a     "~      b     '        a      ~"  *     • 

Ces  deux  équations ,  jointes  à  celles  du  plan  tangent,  re- 
présentent deux  droites  qui  sont  Tintersection  du  para- 
boloïde  avec  ce  même  plan  :  ces  deux  droites  peuvent  être 
regardées  comme  les  généra ti*ices  de  la  surface. 
7"*®  Exemple  :  Le  paraboloïde  hyperbolique 

L'équation  du  plan  Ungeut  est 

-  nx  +fjr  =  c(Ç  +  z), 
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viendra 


dxdjr 


w 


dxdy 


e  + 


(^-«) 


dxdz 
d'où  Ton  tirera 


d^u 
dydz 


, Ç  =  T 

dxdz  dx^ 

,     d^u  ^       ^du 


duffd^u      ^fd^u         \      (d*u\ 


f  = 


rfaf    rf'a   rf« 


rf»a 


dy\^  dzdx  dydz        \dz^        ^Jdxdy 
j^duT    d^u   d*u         fd^u      ^\  ^*" 
"*"^L   dydz  dxdy  ~  \^  "^J 


dydz  dxdy 

dur   d*u    d^u         /d*u \ 

S  L  ^^  dydz  ""  \ifa»"        V 

.dur    d*u    d*u        fd^u \ 

'^dzV  dxdy  dzdx       \dx^       V 


dzdx 

d^u 

dxdy 

Q)(s-Q)-(^y 


d*u 


dxdy  dzdx 
dur    d*u    d*a 


dydz 


ç= 


dx\_  dydz  dxdy  \dy^  ^J  dzdx 
dur  d'u  d*u  ^fd^u^  \  d*u 
^  [_  dxdy  dzdx        \d^      ^J  dydî 


dy[_  dxdy  dzdx 


durfd^u      ^\fd*u         \ fd*u\ 


dy* 


=  Kfi, 


=  irfi, 


=  i<o 


v  désignant  un  coefficient  dont  on  déterminera  facilement 
la  valeur.  En  effet,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  ^9  m^  ^9 
dans  les  deux  équations 


f+v*  +  ç*  =  r> 

on  trouvera ,  1** 


^du  ^      du       ^  du 


«   =•  DCcr 


M*  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  » 
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^,  ^,  -p  prend   une  valeur  indéterminée;  2**  quand 

ces  trois  quantités  deviennent  nulles  ou  infinies.  Dans 
Tun  et  Tautre  cas,  Fécpiation  du  plan  tangent  deyieut 
identique ,  ou  renferme  au  moins  une  constante  arbitraire. 
Considérons,  par  exemple,  le  sommet  de  la  surface  oo- 
nic[ue  représentée  par  Técpiation 

x*  +  X*  =  R*«': 

le  plan  tangent  a  pour  équation  ^x+mjr  =  R"(^z.  Au 
sommet  du  cône  qui  coïncide  avec  Forigine  des  coordon- 
nées, on  a  a:  =  o,  y  =  o,  z  =  o;  Téquation  du  plan 
tangent  se  réduit  à  o  =o  :  la  position  de  ce  plan  est  donc 
indéterminée.  Pour  faire  disparaître  cette  indétermina- 
tion ,  posons  . 

x=rcostfy     X  =z  rsiauy 

d*où  Ton  conclut 

ré<]^tion  du  plan  tangent  devient  alors 

f  cos  a  +  jy  sin  tf  =  Rz , 

et  ne  dépend  que  de  Tangle  u. 

Or  cet  angle,  qui  est  déterminé  pour  tous  les  points  de 
la  surface  conique  autres  que  le  sommet ,  cesse  de  rétro 
pour  le  sommet  lui-même,  et  se  ch^gc  alors  eu  cons- 
tante arbitraire  ;  car  il  y  a  une  infinité  de  manières  de 
satisfaire  aux  équations 

x=rcosa  =  o,     /  =  rsina=:o. 

Aux  diverses  valeurs  de  cette  constante  répondent  une  in- 
finité  de  plans  tangents  à  la  surface  conique. 
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Remarquons  que  l'on  peut  calculer  T  quand  on  con- 
naît »,  et  que,  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé. 

191.  Lorsque  les  variables  j:  ,  ^,  z,  sont  séparées  dans 
['équation  u  =  o  de  la  surface ,  on  a 


d^u  d*u  d^u 

=  o,     -T— ^  =  o 


dfdz  *     dzdx  ~     *      dxdy  ^     ' 

es  équations  qui  donnent  ^,  >3,  (^  et  Q,  deviennent 

/JaV  /^^Y  /'^Y 

W         .        \dy)         ,       \dz) 

-t-  -rr =  o. 


d*u        ^         d*u         ^        d*u        ^ 

^-Q      ^-Q      ^-Q 

Dans  la  même  Hypothèse ,  la  quantité  T  et  les  trois  angles 
a ,  6 ,  y  seront  déterminés  par  les  équations 


^-q)cos.  ^(g^^Q)cosg^  (^-Q)<^y 


dx' 

du  du  du 

dx  dy  dz 

du 

4y 


1         \   à*u       ^ 

-Ql     \^-Q 

Prenons  pour  premier  exemple  Tellipsoïde 
(i)  h  i-  H =  I  : 
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et,  eu  dîfféreutîant  deux  fois  l'équatiou  a  =  o, 

du  ,  du  ,  du  ,       .   d*u  ,       .   d^a  ,        .    rf*a  , 

dx     ^  dy     ^^^dz         ^ dx*  •  dy'    '^         dz* 

d*u    ,     ,  d^u    ...       d^u    ^    , 

du  ,  du   ,        .    du   ,^  ^  , 

ou  -T-  d*x  -A — —  d*r  H — ;-  d*z  =  —  Qds*. 

dx  ^  dy     ^     ^    dz  ^ 

«nposaut,  pour  abréger, 

d*u  dx^  d^u  dy*  d*u  dz*  d*u   dr  dz 

O  = J- ^^  -4- 1-  2 ~  — 

^         dx*    ds^    ^^  dy*    ds*    ^    dz*    ds*  ^^      dydz  ds  ds 

d*u  dz  dx  d*u  dx  dr 

2  ^    -^  -^ 


dzdx  ds  ds  dxdy  ds  ds 

I     /         du  du  dtt\ 

Faisons  en  outre      R  =  y/(g  J  +  (  J  J  +  (^  J. 

il  viendra 

(  —  J^__  y — r  C  —  z 

du  du      """       du 

dx  dy  dz 

VU)  +y  +u) 

__ (g  — x)</»ar-:t-  (y— r)^'r  +  (C  — g)^'g_ __  ds*_  _^i 

du  ,  du  ,  du   ,  "~      ÔrtS^^^O' 

dx         ^  dy     -^^dz 

,  f — X         «— 

donc 


</«  du       '^.        R  0  * 


du 

dx  dy  dz 

•et  par  suite 

P  R 

Cette  dernière  équation  donnera  la  valeur  du  rayon  àe 
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le  nouvel  ellipsoïde  passera  encore  parle  point  (a:,  j^,  z). 
On  peut  remarquer  que  les  sections  faites  par  les  plans 
ooordonnés  dans  Fellipsoïde  proposé,  et  dans  ce  nouvel 
ellipsoïde,  ont  les  mêmes  foyers;  car  on  a 

2™*  Exemple.  Concevons  qu^après  avoir  tracé  dans  le 

plan  o^^  une  courbe  représentée  '  par  j^  =y(j:),  on  fasse 
tonmer  cette  courbe  autour  de  l'axe  des  x  ;  elle  engendrera 
une  surface  de  révolution  dans  laquelle  la  distance  du 

point  (j:,  /,  z)  à  Taxe  des  a:,  savoir,  V^*+z",  sera  équi- 
valente, au  signe  près,  à  l'ordonnée  f(x)  de  la  courbe 
génératrice.  On  aura  donc  pour  tous  les  points  de  la  sur- 
face 

et  son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
d'où 

;£=-/(.)/  (X),        ^  =  r,        jj  =  .i 

L'équation  qui  donne  la  valeur  de  Q  sera 

[/(x) /'{*)]•         .ri+i! 

H — 7z -■  =  o  ; 


d'où ,  en  remettant  pour  j^'  +  2'  sa  valeur  L/^(je:)]', 
On  aura  d'ailleurs 
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Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales, 
menées  par  un  même  point,  ont  entre  eux  des  relations 
remarquables,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  rayon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a,  ê,  y*  Pour  y  parvenir  on  a  recours  à  une  construction 
géométrique  très  simple ,  qui  consiste  à  porter  sur  clia<{ae 
tangente  une  longueur  égale  à*  la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de- 
gré :  en  effet,  si  Ton  appelle^,  y?,  ^  les  coordonnées  de 
Tune  de  ces  extrémités ,  on  aura 

JL                                    J.  -1 

?— X=p»COS«,       If— J  =  p»COsC,       Ç 2=/9>COSy, 

et  en  plaçant  l'origine  au  point  {pc^y^  z), 

fzzrp'î'cos*,      ninp^COS^y      Ç=f>TCosy. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  a ,  cos  6 ,  cosy 
et  les  substituant  dans  Féquation  QjO==  ±:R,  où  ron  a 
d'abord  mis  à  la  place  de  Q  sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus ,  il  vient 

d^u  ^      .   d^u    ,        d^u  ^      .         d^u      ^ 


dx*  dy^  dz*  dydz 

d^u  ^^  d*u   ^ 

+  ^-J-T  Cf  +  2  -— -fjyzziR. 
dzdx  dxdy 

Cette  dernière  équation,  quand  on  y  considère  |,  >î,  ^ 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  courbe  plane ,  lieu  de  toutes 
les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 
l'origine  actuelle,  ou  avec  le  point  (a:,j^,  2),  est  donc 
bien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  réquation  de  la  surface  et  celle  du 
plan  tangent  qui,  dans  Thypothèso  où  Ton  prend  le  point 
(.r,  y,  5;)  pour  origine,  t^w  posant  .rr=f),  r  =  o,  z  =  o,  se 
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rouvcra 

du  du  du      1 


d*u  d*u  d^u  d*U 

^•^'''     ^■"^'     ■^~'^'      '^"~''' 

r/'a  d*u  ^        .  y ■■ 

o,     -T— r-  =.S    R=  l//?»  +  ^»  -h  I , 


//zdlr  '     dxdr 

Q  =  rcos'«  H-  itscosA  cosC-H  rcos*C, 
pcos»  -f-  q  cos^  =  cosy; 

s  deux  équations  de  la  courbe  plane  qu'on  obtient  en 
ant,  à  partir  du  point  {pc^y^  z),  sur  la  tangente  à 
[ue  section  normale ,  des  longueurs  égales  à  la  raoine 
ée  du  rav^n  de  courbure  de  cette  même  section, 
nt 

ts  rayons  de  courbure  principaux  sont  toujours  dé- 
linës  par  la  formule 

dpz=z^  di  -h  jjrfjy-hÇ^/t  =  o, 

iquelle  on  devra  éliminer  rZ|,  drij  fl^^  à  Taide  des 
itions  différentielles 

r-i  -+.  .ç„)rff  4-  {s^  -h  tfi)d>i  =  Oy     pdi  -i-f/dtizrrzdi;^; 

ii  Ton  élimine  d'abord  rl^^  on  aura 
Ton  conclut 

re>-f-2,vîi,H-^i,»  ±R      .         — ^— O 


r.  ï.  2/f 
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gucur  p^  Yerifiént  toujours  une  seule  des  deux  équations 

d^^  d*u  d*u    ^_ 

dx*  ^dxdy   "       5>^'    ~ 

Si  dans  le  passage  d'une  section  normale  à  une  autre,  le 
.premier  membre  de  ces  équations  change  de  signe,  on 
devra  eiAployer  tour  à  tour  ces  deux  équations,  qui  cor- 
respondent, la  première  à  Téquatioi»- =  ^ ,  la  seconde  i 

Téquafion  -  =  —  ^ .  Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

dé  courbure  de  CJ^  deux  sections  normales  seront  dirigés 
en  sens  contraire  :  au  reste  ce  premier  membre  ne  peut 
cbanger  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  différence 

/  d^u  Y d^u      d*u 

est  positive ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  ôù  la  courbe  est  for- 
mée du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  de 
deux  hyperboles ,  dont  Tune  a  pour  axe  réel  Taxe  imagi- 
naire de  Fautive,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas  le  plap 
tangent  à  la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
parties  dont  Tune  renferme  les  sections  normales  dont  le 
rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens,  tandis  que 
l'autre  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de 
courbure  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire ,  lors- 
que la  courbe  est  une  ellipse,  toutes  les  sections  normales 
ent  leur  courbure  tournée  dans  le  même  sens,  ce  qui  sup- 
pose que  la  surface  courbe  est  située  tout  entière  d'un 
même  côté  daplan  tangent. 

Piusqu'il  existe  des  relations  nécessaires  entre  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  certaines  lignes  du  second  de- 
gré et  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  nor- 


é      I 
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,  on  déterminera  fartJement  et  les  deux  rayons  de  cour- 
irc  principaux ,  et  les  directions  des  tangentes  menées 
irle  pt>int  (x,  j^,  z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  (^(^'  de  ces  deux  racines  est  égal  à 
—  5',  elles  seront  de  même  signe  si  Ton  a  rt — 5*  >  o , 
les  deux  rayons  de  courbure  dirigés  dans  le  môme  sens 
rpnt  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de 
mrburc  p.  Si  Ton  avait  rt — 5'  <  o,  les  deux  racines 
e  l'équation  seraient  des  quantités  de  signes  contraires, 
:  les  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  contraire  repré- 
înteraient    deux   valeurs  minima  de  p.    Si  Ton   avait 
^  —  5'  =0,  Tune  des  racines  s'évanouirait,  et  la  valeur 
laximum  de  p  deviendrait  infinie  :  donc  alors  une  des 
actions  principales  aurait  une  courbure  nulle.  Il  est  aisé 
e  s'assurer  que  cette  circonstance  a  lieu  en  chaque  point 
'une  surface  développable  :  par  conséquent  les  valeurs 
e  r,  ?,  5,  tirées  de  Téquati on  d'une  semblable  surface , 
érifient  la  formule  rt  —  s^  =  o,  quelles  que  soient  les  va- 
3urs  attribuées  aux  coordonnées. x,  y,  z. 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
as  où  B'  —  4 AC  =  o ,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que 
•»s  deux  carrés  dont  se  compose  cette  différence  soient 
éparément  nuls,  ou  sans  que  l'on  ait  à  la  fois 

s\x ,  ce  qui  revient  au  même , 

r  s  t  \  % 


/?*  -f- 1      pq      7*  -h  I       fi 

)rdans  cette  supposition  ,  l'équation  qui  donne  Q,  c'csl- 
i-dî  rc 
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devient  * 

(r-  XQr)  {t-  ÂQO  -(.  -  ^Q.)»  =«>, 

d'où  Ton  tire ,  en  remarquant  que  dans  le' cas  dont  il  s V 
git  r£  —  5*  n'est  pas  nul,  • 

I  r       s   t  ' 

A-       /?*  +  !      pq      7*+i' 

Donc  alors  la  vajeur  de  Q ,  et  par  conséquent  celle  de  p« 
est  indépendante  des  angles ,  a ,  ë ,  y ,  ou  des  coordonnées 

Et  en  effet,  F  équation  r 

II'  I    . 

-  =  -  cos'ce  H —  sm'a 

P       fi  '    Pt 

se  réduit,  à  cause  de  p,  =  p.t.j  à 

-  =  -  (cos*tf  -f-  sm  *«)  =  -. 
P       P«  P. 

Ou  trouverait  aussi  que  dans  ce  cas  lès  valeurs  des  coor- 
données 5 ,  yj ,  (^ ,  ou  des  angles  a ,'  6 ,  y  qui  correspondent 
aux  rayons  de  courbure  principaux,  sont  indéterminées. 

Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  courbure  s'appellent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraires ,  il  est  nécessaire  que 
dans  l'équation  AQ^  +  BQ  +  C  =o  le  coeiEcient  de  Q 
s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

(/?»  -h  ï)t  —  2pqs  -f-  (9*  -h  i)r  z=  o. 

Remarque.  On  démontrerait  plus  simplement  la  réalité 
des  racines  Q'  et  Q",  en  supposant,  ce  qui  est  toujours 

permis  ,  que  Ton  a  pris  pour  plan  xy  un  ulan  parallèle  au 
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plan  tangent  mené  par  le  point  (x ,  y^  z).  On  aurait  en 
ofl*et ,  oans  cette  supposition , 

-,      Z'  =  o,     7  =  o; 
rë<}uation  qui  donne  Q  deviendrait 

(/•-Q)(/-Q)-*>=Q, 
d'où  ^ 

Q*—  (r-f-**Q-f- /*—**  =  G, 

la  quantité  sous  le  radical  est  essentiellement  positive , 
donc ,  etc. 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- 
sentée par  Téquation  u  =  o,  et  sur  cette 'surface  une 
courbe  quelconque  passant  par  le  point  (x^jr^  z).  Si  Ton 
nomme  s  Tare  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indé- 
pendante, et  F  son  rayon  de  courbure  correspondant  au 
point  (x,  j',  z),  les  cosinus  des  angles  formés  par  ce  rayon 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  seront 
(n«  166) 


d*x             dW             d*z 
P p £_  p 

^  ds*'  ds*'  ds-' 


Si  de  plus  on  mène  la  normale  à  la  surface  ei'i  ce  même 
point,' et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


«  =  v/(ÊJ-(|)--(S)". 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  normale  et  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives,  seront  respective- 
ment 

I    du        i   du        1  du  f 

Cela  posé ,  soit  i  Fangle  que  fait  la  normale  avec  le  rayon 
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de  courbure ,  on  aura 

du  ,  du   ,  du  , 

—  d^JL   -h    —d^X-^   —d^Z 

?   dx  dr     dz 

COSd^  =  — ^, . 

R  ds^  * 

D'ailleurs  en  différentiant  deux  fois  de  suite  Téquidoii    '1 
u  =  o,  et  désignant  par  a,  6,  y,  les  angles  que  fôrmela 
tangente  prolongée  dans  un  seiH^ou  dans  un  autre  avec .. 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  en  tirera, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu, 

du   ,  du  ,  du  ^  _  . 

la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  l'éyiation 

ad*u                  d^u          ^        d^u 
=  -7 CCS*»  -|--r--COS*o  H p-  COS'y 
CLT*                  djr*                   dz* 

d*u        ^  d*u  d*u  /t 

-f-  2  -; — r  cos^  cosy  -f-  2  -r— r-  COSy  COS«  -f-  2  -z — ;-  cos«  co$», 
dfdz  dzdx  dxdy 

et  Ton  aura  par  conséquent 

P  _        cos^  Q  R        I. 

Des  trois  quantités  R ,  Q  et  ^ ,  la  première  R  dépend  uni- 
quement de  la  position  du  point  (x,  y^  z)  sur  la  surface*, 
la  seconde  Q  dépend  à  la  fois  et  de  cette  position,  et  de 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  tracée  sur  la  surface», 
i  représente  toujours  l'un  des  angles  formés  par  le  plan  os- 
culateur  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent,  ou ,  ce  qui  re* 
vient  au  même,  par  la  normale  principale  de  la  courbe, 
avec  la  normale  à  la  surface.  Cela  posé,  il  est  clair  que  si 
Ton  donne  avec  le  point  (x,  ^,  z) ,  la  tangente  à  la  courbe, 
et  le  plan  osculateur,  ces  quantités  Q  et  R  seront  connues, 

ainsi  que  cos  à  \  oh  pourra  donc  déterminer  le  rayon  de 

R 
courbure  à  laide  de  Téquation  P  =  —  --  cos^.  De  plus, 


N*. 


comme  les  quantités  F  et  R  sont  csseiitiellcmeiit  gositives, 
cos  5  et  Q  devront  être  de  signes  contraires  ^  et  comme 
on  connaît  le  signe  de  Q,  cm  pourra  dans  tous  les  cas  dér 
terminer  le  signe  de  coâc^,  et,  par  conséquent,  le  sens 
dans  lequel  on  devra  porter  lé  rayon  de  courbure  F  sur 
la^iiormale  principale  de  1^  courbe  proposée. 
•*  195.  Si  l'on  voulait  avoir  le  rayon  de  courbure  p  de 
la  section  normale,  il  faudrait  faire  coïncider  le  plan  os- 
culateur  de  la  courbe  avec  un  plan  normal,  en  posant 

R 

cos  J  =^  ±1  I .    On  trouverait  ainsi  p  =  zp  — ,  valeur  qui 

^'accorde  avbc  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  haut^ 

en  substituant ,  au  lieu  de  -^,   sa    valeur  :t.  p^    on    aura 

F  =  di  p  cosJ.  On  conclut  facilement  de  cette  derniènî 
équation  le  théorème  suivant  : 
*  Concevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur 
une  siu^ace,  on  mène  par  la  tangente  à  cette  coui'be  en  uu 
point  donné  (a:,  jr^  z),  un  plan  noimal  à  la  surface^  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  sera  le  produit  du  rayon 
de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  par  le 
cosinus  de  l'angle  aigu  compris  enXre  ce  même  plan  et  le 
plan  osculatcur  de  la  courbe. 

Ce  théorème  remarcpiable,  dû  a  Meunier,  peut,  en  ne 
considérant  que  des  sections  planes,  s'énoncer  aussi  comme 
il  suit  :  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la 
projection  sur  le  plan  de  celte  courbe  du  rayon  de  la  sec- 
tion normale  qui  passe  par  la  même  tangente.  En  imagi- 
nant une  sphère  décrite  de  l'extrémité  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  prise  pour  centre,  et  avec  ce* 
même  rayon,  on  pourrait  dire  encore  que  tout  plan  con- 
duit par  la  tangente  coupera  cette  sphère  suivant  un  cercle 
qui  sera  le  cercle  osculatcur  de  la  stîclîon  faite  dans  la 
surface  par  ce  même  plan. 
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'a  * 

On  petit  aisément  vérifier  le  théorème  cpii  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi ,  par  exemple ,  si  par  un 
point  donné  sur  une  sphère ,  on  fait  passer  un  grand  cercle 
et  un  petit  cercle  qui  aient  en  ce'point  la  même  taîxgentc, 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit  cercle  est 
équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosiiais 
de  Tangle  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles.  ^ 

Supposons  encore  que  la  surface  courbe  est  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  la  rotation  autour  de  Taxe 
des  X  de  la  courbe  y  z=f{x)^  et  que  Ton  demande  le  rayon 
de  courbure  P  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  normal  à  la  courbe  génératrice ,  et  passant  par  le 
point  {x^jy  z),  L^angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  un 
second  plan  pci^cndiculaîre  à  Taxe  des  x^  sera  évidem- 
ment égal  à  Tinclinaison  t  de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  au  même  axe.  Ce  second  plan  coupera  la  surface 
de  révolution  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  F  est  égal  au 
signe  près  à  Fordonnéey(a:)  de  la  courbe  génératrice*  Qn 
aura  donc ,  en  appelant  toujours  p  le  rayon  de  courbure 
de  la  section  normale ,  et  parce  que 

Les  équations  qui  précèdent  se  simplifient  considéra- 
blement dans  le  cas  où  Téquation  de  la  surface  f^  =  o  est 
de  la  forme  z  — fip^-ij)  =  o  ;  on  trouve  en  effet  alors 

R  =  \/p^  H-  ^«  4-  , , 
Q  =  rcos*«  •+■  25cos«cosC  -h  rcos»o,    ' 

oo8^ rcos'« -f- ^.jcos«coso -+- rcos*C 

P  Yp^  4.  r/>  -h  I  *• 
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i 

trente-ginOvièhe  leçon. 


ou velloA  propriétés  des  sections  principales.  —  Lignes  de  courbure  cics 
urfacos. — Centres  de  courbure. —SurEsce  lieu  des  centres  de  courbure. 


\  96.  ^i  dans  les  équations  (a)(n®  189)  on  met  à  la  place 
e  Ç  ,  >3î  Çi  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

JL  Ldx  1        ^       Ldy     ^        1  l-dz 

=  P»cosa=p»— ,   «=p>cosb=f>a^,  Ç=p»cx>sy=/3>  — » 

T 
Q  trouvera,  en  posant  -7=T', 

(d^x         \  dx        d^u   dy        d*u   dz  ,  du 

dx*       ^J  ds        dxdy  ds        dxdz  ds  dx^ 

r  tK    1    d*u  dx       fd^u      f^dy        d*u  dz  ,^,du 

^^  \  d^dJ'^  ydP^^^JdJ  ^'^^Ts  "■     d^' 

d*tê   dx        d^u  dy 


dxdz  ds        dydz 


ds  ^  \dz»     ^J  ds;~     dz 


^.ppelons  /,  m,  n  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per- 
pendiculaire au  plan  osculateur  de.  la  section  normale, 
cette  ligne  sera  nécessairement  perpendicul§ire  à  la  tan-^ 
;ente  à  la  section  normale  et  à  la  normale  à  la  surface , 
et  Ton  aura 

cos  /  dx  -h  cos  w  dy  -f-  cos  ndz-zr.  *» , 

,  du  du  du 

cos l  —, h  cos ///  -r-    \-  cos  w  -T-  zzi  n . 

dx  dy  dz 
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Cela  pose,  si  après  avoir  multiplié  res|EectiveiQen^les 
équations  (b)  par  cos  /,  cos  m ,  cos  n,  oit  les  ajoute ,  Q  et 
T'  disparaîtront,  et  Ton  trouvera    • 


cos/ 


dx 


d*u 
dxdy 


dx 


/d*u 
\lxd} 


d*u 
dxdz 

dx 


dz\ 


cosm 

(d^u 

COSH'I  -; — —  dx 

\dxdz 


d^u   ,         d^u    , 
d^u    ,         d*u  .  , 


djrdz   ^    '    dz* 
équation  que  Ton  peut  écrire  sous  laiforme  très  ^mple 


ld.% 


du  du 

cos  /  a,-^  -f-<x)S  m  rf.-r-  -4-  cos  n  d,-~-  =  o, 
dx  djr  dz 


puisque  Ton  a  identiquement 


d^u 


dx 


d'u 


dy 


d^u  du 

-■; — 7-  dz  =r  d,  --,  ...  etc. 
dxdz  dx 


dx  *  '    dxdy 

Les  trois  équations  • 

r 

du  du  du 

cos Id. -r- -h  cos^md,  -r-  -h  cosnd.-j-, 
dx  df  dz 

du  du  du 

cos  /  -; — h  cos  m— — h  cos/i  -p-  =  o, 

dx  dy  dz 

cos*  / -f- cos*  m -h  cos» /i  =  I , 

suffisent  pour  déterminer,  au  signe  près,  les  trois  quantin?^  1 
cos  /,  cos  m^  cos  n ,  ou  pour  fixer  la  position  du  pla*» 
osculateiu*  à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

197.  Supposons  maintenant  qu'ayant  mené  par  le  point 
(x,  j^,  z)  une  section  normale  quelconque  ,  on  considère 
sur  cette  section  im  second  point  dont  les  coordonnées 
soient  x  +  Ar ,  y  +  Aj^,  z  +  Az,  menons  par  ce  second 
point,  ainsi  que  par  le  point  (x,/,  z) ,  deux  normales  à  la 
surface ,  et  par  Tune  de  ces  nomales  faisons  passer  un 
plan  parallèle  à  Taulre.  Si  Ton  désigne  par  /',  m\  n  les 
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2S  que  forme  avec  les  axes  une  perpendiculaire  à  ce 
,^on  aura  tout-à-U-fois  •      . 

.,  du  ,da  ,  du 

.cosi   -7 — h  cos/w  -7- -hcos/i  -f- =  o, 
dx  dy  dz 


,  /du  du 

\da:  dx 


\  Jdu         du\ 


,  (du         du\ 

>n  en  conclura 

du  du  du 

cos/'  A  — — h  ces /n'A-; — h  ces  n'A  -r-  =  0. 
dx  djr  eiz 

r 

is  deux  normales  deviennent  infihiment  voisines, 
:  dernière  équation  deviendra 

,,  ,du  ,  M^u  /  .  ^tt 

COSi   a.-r--|- cos/w    a.-r h  cos/i   a.-r-=:o.     - 

or  djr  M 

conséquent  pour  tout  plan  parallèle  JLla  normale  me- 
par  le  point  (a:,  y^  z)  et  à  une  normale  infiniment 
ine  menée  par  tîn  second  point  de  la  courbe  que  Top 
idère,  les  angles  l\in\n!  seront  déterminés  par  les 
c  équations 

.,  du  ,du  ,  du 

cos  V  - — h  cos  m'  -7-  -h  cos/i  -;-  =  o, 
dx  dy  dz 

du  ,     du  du 

cos/  d,— — hcosiw'fi^.-r-  -f- cos /i' é/.-t-  =  o. 
dx  dy  dz 

nd  la  section  normale  que  Ton  considère  est  une 
on  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure ,  on  a , 
me  nous  venons  de  le  voir,  en  désignant  par  /,  m,  » 
ngles  que  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ou  au 
de  cette  courbe  fait  avec  les  axes , 

du  du  du 

cos  l  -- — h  cos  m  - — H  cos  n  -r-  =  o , 
dx  dy  dz 

,  ,du  ,  du  ,  du 

cQ%ld.~ — h  cosiw  d.-i — h  cosw  d.-y-  =  o. 
dx  dy  dz 
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On  aura  donc 

• 
• 

' 

cos/'       cosm'        Cosn' 

• 

^ps  f       cos  m         cos  n 

(«) 


du    ,         du    .       '   du    , 

•--  dx -^  -r-  df  -\-  —-  rfz  =  o , 

dx  df  dz 

du  du  du 

cosld,  -1 — h  cos md.  — — h  cosnd.  —-  =  o, 

dx  dy  eiz 


il  est  clair  que  ces  deux  équations  sont  précisément  lc5 
équations  différentielles  des  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  La  dernière  de  ces  équations  peut,  comme  on 
Ta  vu,  se  mettre  sous  la  forme 

f  d^u  dx  d*u   dy  rf*«   d%\ 

\dx*  ds  dxdy  ds  dxdz  ds  ) 

,  .      1                  /   d^u  dx  d^u    dy  d*u    dz  \ 

\                  \dxdyds  '  dy^     ds  dydz  ds  J 

/  d*u  dx  d*u    dy  d*u   dz  \ 

\  dxdz  ds  dydz    ds  dz^    IG   ' 


=:  0 


et  par  conséquent  le  plan  normal  qui  renferme  une  sec-   • 
tion  de  plus  grande  ou  de  moindre  coùrbq^^au  point 
{Xjj^  z)  renferme  en  même  temps  la  normale  à  la  sii^ 
face  menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
voisin  du  premier.  • 

198.  On   appelle   ligne  de   courbure  d'une  âurfacc 
courbe,  toute  ligne  qui,  étant  tracée  sur  cette  surface, 
est  tangente  en  ce  point  à  une  section  normale  de  pins 
grande  ou  de  moindre  coiu'bure.  D'après  cette  définition,   •< 
les  v^eurs  des  différentielles  dx ,  dy^  dz ,  ou  plutôt  des 

rapports  -r-  %  -r-  ^  correspondant  aux  lign^  de  eouimrc, 

doivent  être  celles  qui  répondent  aux  sections  normales 
de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  ;  et ,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équations 


•rtlENTE-CiNQUIÈME    LEÇON.  38 1 

Ilcurs ,  des  formules 

dx  '  dy  dz 

cos/-=-  -4-  cosiw  -7-  -h  cos/i  -7-  =  o, 
ds  ds  ds 

du  du  du 

COS/-T-  -4-  cosm  —, h  cos/i  -r-  =  o  , 

dz  dy  dx 

»  • 

cos/  cosm  cos/i • 

bt       dudy        dudx       du  dz  dudy       du  dx' 

is       dz  ds         dz  ds        dx  ds  dx  ds       dy  ds 

lans  l'équatioii  (a)  on  remplace  les  trois  cosinus 

,   ,  ■         •  11      du  dz       du  dy 

5  quantités  proportion nellçs  ^  -^  —  T'T  i^^-i^^ 

dra  une  équation  du  second  degré  entre  les  rapports 

'z  ,    . 

-y  et  en  éliminant  un  de  ces  rapports  à  Taide  de 

je 

tion 

du        du  dy        du  dz 

dx       dy  dx        dzdx 

t  du  premier  degré  seulement,  on  aura,  pour  déter- 
■  Tautre,  une  nouvelle  équation  du  second  degré, 
t  ce  qu'on  appelle  plus  proprement  Téquation  difTé- 
lie  des  lignes  de  courbure. 

dans  Téquation  de  la  surface  les  variables  étaient 
ses,  on  aurait 

d^u  d*u  d*u 

=  0,       -r-r-=o,     -;—;-  =  o,    . 


dydz  '       dzdx  '     dxdy 

équations  différentielles  des  lignes  de  courbure  se 

raient  à 

du  ,         du  ,         du  , 

—  dx-^—dy  H-  —  rfs  =  O', 

(Le  dy  dz 

t  (  d^u        d^u\    ,    ,         du  (d^u       d*u\    .    . 

du  /d*u       d^u 


du  fd^u       d^u\   , 


382  '  CAIXIJL    DÎ^FÉHEKTIElA 

Ainsi ,  par  exemple ,  les  lignes  de  çourbjire  dlune  dkp 
solde  rapporté  à  sonr  centre  et  à  ses'  axes  se  tmaveroDt 
déterminées  par  le  système  des  deux  éqâations  différen- 
tielles 


xdx        ydjr         zdz 


û» 


=  G 


:^(^>  _  r»)  dydz  -f-   jz{^  —  a^)dxdz 


H — -  (a*  —  b*)drdy  :=o. 


La  première  de  ces  deux  équations  différentielles  peut 
être  remplacée  par  Téquation  même  de  rellipsoïde. 
Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n**  191)      » 


du 

du                 d^u        d*u 

<ir     " 

dz""'      df*"  dz^ 

et,  par  suite,  l'équation  (3)  se  réduirait  à 


f. 


d^u 


dx 


-\dx{ydz  —  zdy)  =  o, 


et  Ton  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  antre 
chose  que  les  sections  planes  faites  par  des  plans  pc^rpen- 
diculaires  à  Taxe,  ou  par  des  plans  passant  par  Taxe. 

Puisqu'à  chaque  point  d'une  surface  donnée  il  existe 
en  général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure ,  à  chacun  des  points  de  cette  sur- 
face correspondront  aussi  deux  lignes  de  courbure  qui* 
conrnie  les  sections  principales ,  se  couperont  nécessaire- 
ment à  angle  droit. 

Considérons ,  en  particulier,  le  cas  où  réquation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

u  =  z  ^  /(xyy)  =  o. 
Pour  obtenir  la  direction  des  lignes  de  courbure,  tjU' 
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ïiicide  avec  celle  des  sections  principales ,  il  suffira  dans 
Iquation 

î  substituer  pour  Q  sa  valeur  tirée  des  éqhations  , 
cos«      cos^  ces  y 

exprimée  au  moyen  de  l'un  des  rapports 

cos^         djr       cosy    '       dz 
cos«        dr*     cos«  dr' 


\  premier,  par  exemple  :  on  trouvera  de  cette  manière 

—  [(/>*+  l)s—pqr]=0. 

a  prouvei'a  très  facilement  que  les  deux  racines  de  cette 
nation  sont  toujours  réelles  en  supposant,  ce  qui  est  tou- 

urs  permis ,  que  le  plan  xy  est  parallèle  au  plan  tangent  \ 
i  aura  en  effet,  dans  cette  hypothèse, 

P       =       Oy  Ç       =       O, 

Téquation  cpii  précède  deviendra 

'•»  dr  ,  X  dr*        -r — / 


1  en  tire 

dy  r  — r 


dx  7J  2S 


±  —  V^(r-f)*-h4^-  : 


»  deux  valeurs  sont  évidemment  toujours  réelles  ^  en  les 
^signant  par  tangr,  tangr',  on  a  de  plus 

tangr  tangr  =  —   i , 
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fl  par  suite 

ou,  mettant  pour  Ç  sa  valeur  p^  +  gri^ 

[r-  {p-  -M)  Q]  f  -f.  (s^pqq)n  =  o, 
(5-/;yQ)f-f-U-(^>-M)Q]if  =  o, 
[r-(,>«^i)Q][f-(7*4-  i)Ql-(*-/^Q)*=o, 
Q'(/?'-f-^'-f- 1 )— [  (/?•-+- 1  )  t—'ipqs-h{q*-hl)r]  Q  -f-rf—  J»=p. 

Oïl  trouvera  encore 

_^  Q 


x-~pqQ       {p*'hl)Q  —  r       ps^qr-hqQ       ps~-qr-^ 

I 

_ p^  V^/>'  -4-  i . 

~"v^[(/''-^0^-/'7''?-»-(/''-^-^'-+-0[(/'*H-0Q-'-?* 

Ob  tirera  enfin  des  formules  qui  précèdent 

cos«     ■       cosw  cosy 

f  — />^Q  "■  (/?'+ 1 )Q~r  '^  ps  —  qr-^q(l 

L'équation 

=  AQ>-+.BQ-hC  = 

donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  âur 
en  effet 

B»  ~4  AC=  {(;»•  + i)/— 2^75 -f.(7'H-i)/}»— 4(^*+9« -h  i)(r«—j>) 

193.  Quand  on  connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q"d^* 
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aies  sur  la  surface ,  et  que  nous  supposerons  être  un 

ment  petit  du  premier  ordre ,  leur  plus  courte  dis- 

scrait  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  tan- 

f  elle  est  en  général  du  premier  ordre  ou  de  même 

que  Tare.  Eu  partant  de  sa  définition ,  voici  com- 

le  célèbre  Mouge  arrivait  à  Féquation  des  lignes  de 

ure  : 

)posons,  pour  plus  de  simplicité,  que  Téquation  de 
iàce  soit 

uations  de  la  normale  au  point  (x,  y^  z)  seront 

— -a? +/'(?  — »)  =  o>    «y— r  +  7(Ç  — »)  =  o, 

I'  =  G  ,       CV  =  G. 

passer  de  celte  première  normale  à  une  seconde 
ment  rapprochée,  il  faut  faire  croître  les  variables 
z  de  leurs  difTérenti elles;  mais  les  fonctions  ^,  iv 
ent  aussi  alors  de  leiurs  difTéi^entielles ,  et  par  consé- 
les  équations  de  cette  seconde  normale  seront 

V'-^dv=.Oj     «'  +  dw  =  G , 
a  réduisant, 

K)rdonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
serûnt  données  dès-lors  par  les  équations 

r  +  pdz  =  (Ç  —  z)dp ,     dy  +  qdz  =z=  (Ç  —  z)  dq. 

[s  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombre  des 
lues,  et  par  conséquent  deux  normales  conséçu- 
le  se  rencontreront  pas  toujours  :  cela  n'aura  lieu 
:ant  que  Féquation  de  condition  que  Ton  obtient  en 
lant  Ç,  >3,  ^  entre  les  équations  qui  précèdent  sera 
îe.  On  parvient  facilement  à  cette  équation  en  élîmî- 
l'abord^  —  z  entre  les  deux  dernières  équations;  on 
T,  I.  c>5 
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devient  * 

[r  -  kqr)  {t  -  *Qf)  -  (,  -  AQ»)'  =  • , 
(I  -AQ)'(rt.^-*')  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  remarquanl  que  dans  le' cas  dont  il  s'a- 
gît rf  —■  5*  n'est  pas  nul ,  ■ 

I  r      5   r  ■ 

Donc  alors  la  valeur  de  Q,  et  par  conséquent  celle  de  j&, 
est  indépendante  des  angles ,  a ,  6 ,  y ,  ou  des  coordonnées 

Et  en  eiTet,  l'équation 

r 

III. 

-  =  -  cos*et  H —  sm'x 

P       h  Pi 

se  réduit,  à  cause  de  p^  =  p^.,  à 

II,  .       .       I 

-  =  -  (cos*««  -h  sm  »«)  =  -. 

Ou  trouverait  aussi  que  dans  ce  cas  lès  valeurs  des  coor- 
données Ç ,  yj ,  f ,  ou  des  angles  a ,  S ,  y  qui  correspondent 
aux  rayons  de  coui^bure  principaux ,  sont  indéterminées. 

Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  courbure  s'appellent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraires ,  il  est  nécessaire  que 
dans  l'équation  AQ^  -f-  BQ  +  C  =o  le  coeflScient  de  Q 
s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

(/?»  -h  i)t  —  ^pqs  H-  (y»  -H  i)r  =  G, 

Remarfjue,  On  démontrerait  plus  simplement  la  réalité 
des  racines  Q'  et  Q",  en  supposant,  ce  qui  est  toujours 
permis  ,  que  l'on  a  pris  pour  plan  xy  un  jlau  parallèle  au 
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tît  si  la  section  normale  est  de  plus  Tune  de^  deux  sqq- 
lions  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure ,  Q  devra 
satisfaire  à  Téquation  (A),  page  364.  hc  cent»  du  cercle 
osculateur  devient  alors  ce  qu'op  appelle  uq.  des  deux 
centres  de  courbure  de  la  surface  donnée  pour  le  point 
(x,  y  y  z).  Si  Ton' veut  obtenir  Tëcpiation  de  la  surface 
lieu  de  tous  ces  centres  de  coui^biure,  il  suffira  évidem- 
ment d'éliminer  les  variaUes  x,  /,  z  et  Q  entre  les  équa- 
tions 

*' i   J_  J^r-riy    I  ^m-^     J^ 

""■^'       du     ^Q'         du     ""Q*        du     ~"Q* 

eix  djr  dz 

«t  Téquation  (A). 

Exemple  :  Si^pposons ,  pour  fix^  les  idées ,  que  Té- 
quation  u  =  o  soit  celle  d'un  ellipsoïde  rapport  à  sop 
centre  et  i  ses  axes,  ou  que  Ton  ait 


o. 


Les  équations  entire  tesqueUes  devra  ce  faire  ré)ipiinatiop 
seront 

,.(.._!)     j.(».-^)     ,.(..-^)      . 

On  peul  même  (n^  19i)  à  ^'équation  de  la  siirface  ou  de 
Tellipsoïde  substituer  la  suiv.aiijtie  : . 

X*  r'  s» 


I       ,        I  I 

tf»— _         b^  —  jr-       r*^  — 

Q  Q  Q 

Ep  mettant  ^^s  ç^»  deux  dernier^  équations ,  a  1^  place 
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de  coui'bure ,  on  aura 

du  ,^  au   ,  du  , 

cos<r  =- ~ .,       ,- 

D^ailleurs  en  différentiant  deux  fois  de  suite  réquation 
U  =  G,  et  désignant  par  a,  S,  y,  les  angles  que  fôrmeb 
tangente  prolongée  dans  un  senl«ou  dans  un  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  eu  tirera, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu, 

du  du  du 

—  d^x  -I-  —  £/*r  -H  —  rf»z  =  —  Qds*. 

dx  dy  dz  •    . 

m 

la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  Féquation 

d*u  d*u         ^        d*u 

(l=:rT'Cos»»  -i--7--cos*o  H-  ---  cos*r 
^      ctr'  dx*  dz* 

d*u        ^  d*u  d*u  'm 

-h  a  —, — r-COSb  COSy  4-  2    ■    -    COSyCOSii  -h  2  — — =-  cos«  COSb. 
dydz  dzdx  dxdy 

et  Ton  aura  par  conséquent 

P  ^        cos^  Q  R         ., 

R  ^'         p  R  Q 

Des  trois  quantités  R,  Q  et  5,  la  première  R  dépend  uni- 
quement de  la  position  du  point  (x^  y^  z)  sur  la  surface*, 
la  seconde  Q  dépend  à  la  fois  et  de  cette  position ,  et  de 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  tracée  sur  la  surface^ 
d  représente  toujours  l'un  des  angles  formés  par  le  plan  os- 
culateur  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  môme,  par  la  normale  principale  de  la  coui'be, 
avec  la  normale  à  la  surface.  Cela  posé,  il  est  clair  que  si 
Ton  donne  avec  le  point  (x,  y^  z) ,  la  tangente  à  la  courbe, 
et  le  plan  osculateur,  ces  quantités  Q  et  R  seront  connues, 

ainsi  que  coscî^on  pourra  donc  déterminer  le  rayon  de 

R 

courbure  à  Paide  de  réquation  P  =  —  — -cosJ.   De  plus, 
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celle  équalîon ,  soil  en  prenaul  c*  —  —  =  o ,  ce  qui  rend 

te  dernier  lerme  du  premier  membre  indéterminé,  soil 
en  posant 

Dans  le  premier  cas  on  aura 

X ai  y bn 

çii  subsliluanl  ces  valeurs  de  -,  j-  dans  Téqualion  de  Tel- 

lipsoïde,  et  supprimant  le  terme  —  ,  on  a  définitivement 
pour  première  courbe  d^intersection  Fellipse 

(a»— -c»)*  "^  {b*  —  c»)*  "~  * ' 

Pour  obtenir  la  seconde  il  faudra  combiner  entre  ellc's 
les  deux  équations 

On  tirera  de  ces  dernières 

\a)   ^  a^^b*'      \b)  ^  6«— a»' 
ou  9  en  faisant  pour  abréger 

En  substituant  ces  dernières  valeurs  de  — -,   ^~  dans  Té- 
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On  peut  aisément  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi,  par  exemple,  si  par  un 
point  donné  sur  une  sphère ,  on  fait  passer  un  grand  cercle 
et  un  petit  cercle  qui  ai^nt  en  ce'point  la  même  taiigente, 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  ray6n  du  petit  cercle  est 
équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosîttiis 
de  Fangle  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles,  y 

Supposons  encore  que  la  surface  cousbe  est  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  la  rotation  autour  de  Taxe 
des  X  de  la  courbe  y  =f(x)y  et  que  Ton  demande  le  rayon 
de  courbure  P  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  uu 
plan  normal  à  la  courbe  génératrice ,  et  passant  par  le 
point  ÇXyj'j  z).  L'angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  uu 
second  plan  pei^ndiculaire  à  Taxe  des  a:,  sera  évidem- 
ment égal  à  Tinclinaison  r  de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  au  même  axe.  Ce  second  plan  coupera  la  surface 
de  révolution  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  P  est  égal  au 
signe  près  à  Fordonnécy(a:)  de  la  courbe  génératrice*  Qn 
aura  donc ,  en  appelant  toujours  p  le  rayon  de  courbure 
de  la  section  normale ,  et  parce  que 

COSr    =    —7 . ,       /^COST=:P=±/(x), 

Les  équations  qui  précèdent  se  simplifient  considéra- 
blement dans  le  cas  où  Téquation  de  la  surface  11  =  o  est 
de  la  forme  z  — f{p^->j)  =  o;  on  trouve  en  eflet  alors 

R  =   \/p^  -I-  ^a  _^  ,  ^ 
Q  =  rcos'a  4-  2Jcos«cosC  4-  tcos^Zy 

COS^  rCOS*<t  -h  ?.JCOSii  COSo  -f-  f  COS'C 

^  V  p'  4-  v>  -h  I 


-•-i»«»^ 


TllB9i^KBH:i»QUl£ME    LEÇON.  Sgl 

équations  (i)  et  rëquation  de  la  surface  w  =  /ot.  Pojw  par-' 
venir  à  connaître  quelque^-une»  des  propriétés  de  cette 
seconde  coui*be,  différentîons  1^  équations  (i)  eu  faisant 
varier  à  la  fois  toutes  les  quantités  qu'elles  renferment: 
nous  trouverons  ainsi 

I        du        du        I 

d^-di  =  -d.-  +  -4,-^, 

j        du        du         I 

dy  —  d$i^=z  —  d.  ~- i'-r-  f^'   7Z  j 

-^  Q        dy^dy         Q' 

.„         i        du        du    ,     i  • 


*  =  d=(^rfR+Rrf .1). 


Si ,  en  ayant  égard  à  Ja  Dc^vaule 

du  du  du 

on  ajoute  les  trois  premières  de  ces  équations  respective- 
ment multipliées  par  dx ,  djr^  dz ,  on  trouvera^ 

dx^  +  dy*  ^dz*  ^{ dx di  ^dydn  +  dzd^) 

•    /   .     ,  ^«^         ,     .  du  .     .  du\ 

et,  par  suite, 

€ix  di  +  dy  dfi  +  d9  dl^  :=::  O, 

Si,  au -contraire,  on  ajouté  ces  équations  respectivement 

I  .  I . .  du     du     du 

multipliées  par  —,  3~ »  ^ »  on  trouvera 

/  ^"  JÉ    .    ^  _»     .    ^jr\       *  (d^  ,d^      dUjdudti,  du' 

~\di^^^'^'^df^rq\di''-dx^T/Ty-^Tz'^Tz 
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Cela  posé,  si  après  avoir  multiplié  resjlectîvemenf  les 
équations  (b)  par  cos  /,  cos  m ,  cos  /i,  okt  les  ajoute ,  Q  et 
T'  disparaîtront,  et  Ton  trouvera    • 


cos/l^rir 


dxdy 


dy 


d*u 


008171 


/d*u 
\dxdjr 


dxdz 
dx 


dz\ 


d*u  d*u 


f  d*u 

-^  COS/I-  (  -: — r-  dx 


d*u 


dx 


d*u 
dz 


dz^ 

.—     ,  —^1  —  dif  )  =:  0, 

\dxdz  dydz  dz*      J 

équation  que  Ton  peut  écrire  sous  la^forme  très  ^mple 

du  du  du 

cosld,-^  -H<x)smi/.-7-  -i-  cos n  d.-^  =.  o, 

dx  djr  dz 

puisque  Ton  a  identiquement 


d^u 


dx 


d*u 


dx  *  '    dxdy 

Les  trois  équations 

du 


dj 


d*u    _  .du 

——'  dz  :ir  a.  — j   , 
dxdz  dx 


etc. 


, ,  —  -du  ,  du 

cos/a.  -r-  -h  cos-md.  -— -  -h  cos/i  a.  -7- , 

dx  dy  dz  ' 

,  du  du  du 

cos  /  - — h  cos  m  — — h  cos/i  -p-  =  o, 
dx  dy  dz 

cos*/  H-  cos*  /w  -h  cos* n  =:  1 , 

^utlisent  pour  déterminer,  au  signe  près,  les  trois  quantiK^^  * 
cos/,  cos  m^  cos  /*,  ou  pour  fixer  la  position  du  pl*^ 
oscillateur  à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbu*^ 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

197.  Supposons  maintenant  qu'ayant  mené  par  le  poî  ^^ 
(x,  j^,  z)  une  section  normale  quelconque  ,  on  consid^^ 
sur  cette  section  un  second  point  dont  les  coordonn^^ 
soient  X  +  Ar , y  +  A^,  z  +  A^,  menons  par  ce  secc^ ^ 
point,  ainsi  que  par  le  point  (x,/,  x:),  deux  normales  f«-  '^ 
surface ,  cl  par  Tuno  de  cos  nomales  faisons  passer  '^^ 
plan  parallèle  à  Tautrc.  Si  Ton  désigne  par  /',  m',  n     '^^ 
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^  i^^Jy  ^)'  (Ç'  ^'  0»  comprennent  toujours  un 
le  droit;  la  seconde  fait  voir  que  le  cosinus  de  Fangle 
aé  par  la  tangente  à  la  seconde  courbe  avec  la  nor- 
e  à  la  surface  est  équivalent,  au  signe  près,  au  rapport 
"e  la  difTérentielle  du  rayon  de  courbure  et  la  différen- 
le  de  Tare  de  la  seconde  courbe.  Enfin,  si  la  courbe  don- 
coïncide  avec  une  ligne  de  courbure,  on  aura  (n^l96) 

du  du  du. 

costd.— — h  cosmd.— — f-  cosnd,-r-:=z  o  , 
dx  djr  %         dz 

m 

la  troisième  équation,  réduite  à 

cos/£^{  -4-  co&mdn  -{-  cos/i^{  =  o, 

mvera  que  la  tangente  à  la  seconde  courbe  sera  com- 
se  dans  le  plau  normal  qui  renferme  la  tangente  à  la 
minière  ;  et,  comme  d'ailleurs  ces  deux  tangentes  se  cou- 
it  à  angle  droit,  on  conclura  que  la  tangente  à  la  seconde 
Lrbe  coïncide  avec  la.  normale  au  point  (a:,  j^,  z),  A 
son  de  cette  coïncidence ,  le  cosinus  que  représente  le 
smier  membre  de  la  seconde  équation  se  trouvera  ré- 
i  t  à  ±  1 ,  et  Ton  aura 

V/ri?«  +  rfi,»  +  </Ç»  =  d0'  =  ±dp, 

^tant  Tare  de  seconde  courbe  ;  il  suit  de  cette  dernière 
^tion  que ,  dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  une 
ûe  dé  courbure.  Tare  compris  entre  deux  points  de  la 
onde  courbe  est  équivalent  à  la  différence  des  valeurs 
p  qui  correspondent  à  ces  deux  points  ;  et  conmic  dans 
cas  le  rayon  de  courbure  p  est  précisément  la  partie  de 
^tigente  à  la  seconde  courbe  qui  se  trouve  comprise 
l'e  cette  seconde  courbe  et  la  première,  il  sera  vrai  de 
^  que  la  seconde  courbe  fait ,  à  l'égard  de  la  première, 
Rce  de  développée. 
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On  aura  donc 

■ 

cosl' cosm' cos/i'  J 

fi^l       cos/n         cosii  ' 

cl  par  conséquent  le  plan  normal  qui  renferme  une  sec- 
tion de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure* au  point 
(x^jr^  z)  renferme  en  môme  temps  la  normale  à  la  8i^ 
face  menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
voisin  du  premier.  * 

198.  Oi^  appelle  ligne  de  courbure  d'une  âurfaa* 
courbe,  toute  ligne  qui,  étant  tracée  sur  cette  surface, 
est  tangente  en  ce  point  à  une  section  normale  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure.  D'après  cette  définition, 
les  valeurs  des  diilérentielles  </r ,  dy^  dz ,  ou  plutôt  des 

rapports  ^  >  ^  v  correspondant  aux  lignes  de  courbure, 

doivent  être  celles  qui  répondent  aux  sections  normales 
de  plus  *grande  et  de  moindre  courbure  ;  et ,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équations 

du    ,         du    ,  du    . 

■—  dx-\-  -r-  dy  -\    -j-  dz=L  Oy  ' 

(i)  <         -^ 

du  du  du 

costd.  - — h  cos md,  —. — h  cosnd,  -—-1=0, 

dx  dy  flz 

il  est  clair  que  ces  deux  équations  sont  précisément  lei» 
équations  différentielles  des  deux  systèmes  de  lignes  do 
courbure.  La  dernière  de  ces  équations  peut ,  comme  on 
Fa  vu,  se  mettre  sous  la  forme 

fd^udx  d*u   dy  d'i$   dz\ 

\dx^  ds  dxdy  ds         dxdz  ds  ) 

,  .      .  /  d^u  dx         d^u    dy         d^u    dz  \ 

/    d^u  dx  d*u     dy         d*ti    dz  \ 

cosw  (   -7— r-r   "♦    -T~-T  -7     *'  -; —  v-   1 
\  dxdz  as         aydz    ds  dz*    as' 


—  (I 
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.  âectkm  normale  avec  la  sectioiti  <d>lique ,  le  rayon  de 
MUblire  de  cette  dernière  section  est  donné  par  Inéquation 

'  "'    i^  —  -    ■     .  ■'■  >  -■  ,■■  -'j?  ■  ■  ■■    '       f 

faudra  toéteasairement  qne  le'  second  membre  de  cette 
emière  équation  reste  invariable  dana  te  ]>assage  de  la 
remière  surface  à  la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  des 
ngles  âc,  6,  y  que  fait  avec  les  axes  la  ungente  à  Tune 
iièlconque  des  sections  faites  dans  la  surface  :  or  cette 
angente  étant  située  daus  le  plan  tangent  on  perpendi* 
ulaire  à  la  normale ,  on  aura 

« 

p  cos  «e -|^  9  cos  C  =  cosy  ;, 

Toù  Ion  tire,  en  substituant  pour  cosy  sa  valeur  dans 
*ëquation 

cos^  «  +  co^' ^  +  co^*  y  =^  1 9 
cos*«-hcos*C  +  (/>cos*-|-^cosff)*=  I. 

LIktidra  donc  <|ue  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  6,  pro- 
1res  a  vérifier  cette  dernière  équation ,  Texpression 

rcos*»+jcosct  cosC  +  /cos*tf 

ae  change  pas  de  valeur.  D'ailleurs  les  deux  surfaces  se 
touchant  par  hypothèse,  les  quantités  p  et  g,  et  par  suite 
le  dénominateur  \/^p*^q*^i ,  ne  varieront  pas  dans  le 
[laM^  de  Fnne  k  Tautre  ;  il  faut  dont  quHl  en  soit  de 
ntème  du  dénominateur 

rcos' «  +  2  ^  cos  4  cosC  +  ^  cos*C. 

Or  ce  numérateur  se  réduisant ,  lorsqu'on  suppose 
cosë  ^:^  o,  au  produit  rcos'ôf,  et  lorsqu'on  suppose 
:iosa=^o,  an  produit  /  cos'  S,  il  est  évident  que  les  deux 
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». 


Ainsi ,  par  exemple ,  les  lignes  de  çourbjire  d -une  dbp- 
soïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes  se  trouveront 
déterminées  par  le  système  des  deux  éqAations  différen- 
tielles '     ,  .      r 

xdx      x^y       ^* 

'(^«  — .  r»)  dydz  -\-   fî  (<?•  —  a^)dxdz 

z 
H (a»  —  h*.)dxdy  z=^o. 

La  première  de  ces  deux  équations  différentielles  peut 
être  remplacée  par  Fécpiation  même  de  rellipsoïde. 
Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n**  191)      ' 


du 

du                d*u        d*u 

dz^^'      df^'^  dz" 

et,  par  suite,  Féquation  (3)  se  réduirait  à 

et  Ton  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  antre 
chose  que  les  sections  planes  faites  par  des  plans  pe^rpcn- 
diculaires  à  Taxe ,  ou  par  des  plans  passant  par  Taxe. 

Puîsqu'à  chaque  point  d'une  surface  donnée  il  existe 
en  général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure ,  à  chacun  des  points  de  cette  sur- 
face correspondront  aussi  deux  lignes  de  courbure  qui, 
comme  les  sections  principales ,  se  couperont  nécessaire- 
ment à  angle  droit. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  Téquation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

Pour  obtenir  la  direction  des  lignes  de  courbure,  <ji" 
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correspondants  aux  mômes  sections  principales,  et  par 
conséquent  leur  point  de  contact  sera  un  point  d'oscula- 
lion.  Toutefois  cette  conséquence  ne  serait  pas  rigoureuse 
si  la  valeur  de  p  donnée  par  Téquation 

cos^  /-cos«  +  2^cos«  cos?  +  /cos*  C 

se  présentait  sous  une  forme  indéterminée,  ce  qui  arri*- 
veraît  si  les  valeurs  des  quantités  py  q^  r,  5,  t,  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles  devenaient  infinies;  et,  dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,  sans  être  osculatrices 
l'une  de- l'autre,  pourraient  fournir  pour  le  point  com- 
mun des  valeurs  égales  des  dérivées  p^  q^  r,  5  et  t. 

Corollaire  i**".  Pour  qu'un  point  dans  lequel  les  deux 
surfaces  se  touchent  devienne  un  point  d'asculation ,  il 
suffit  évidemment  que  dans  le  passage  d'upe  surface  à 
l'autre  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le  plan  tan- 
gent, et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines 
carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complète- 
ment déterminée  quand  on  connaît  le  centre  et  trois 
rayons  vecteurs  menés  du  centre  à  trois  points  de  la 
courbe.  De  plus .  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique ,  on  en 
déduit  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  des  sections  obliques  aux  rayons  de 
de  courbure  des  sections  normales  ou  de  l'équation 
p=zpcosdy  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a  même  tangente ,  et  par  conséquent  l'un  des  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc,  pour 
qu'un  point  dans  lequel  les  deux  surfaces  se  touchent  soit 
un  point  d'oscnlation ,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  plans 
menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  les  deux  sur- 
faces suivant  des  courbes  osculatrices  l'une  de  l'autre  ^  ce 
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qui  arrivera,  })ar .temple,  si  les  rayons  de  courboredes 
sections  faites  dans  la  première  et  dam  la  seconde  smfaoe 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égam 
et  dirigés  dans  le.  même  sens. 

Corollaire  a"*.  Soient  maintenant  ?i  ;=  o  et  i'  =  o 
les  équations  des  deux  surfaces  courbes,  u^  u  désignant 
des  fonctions,  des  coordonnées  rectangulaires  x^j^x. 
Si  Ton  difierentie  deux  fois  la  première  de  ces  équations 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  7,  qii  tih 
tiendra 


du    ,       du  du    ,       da 


d^u 


dx 
d*u 
S* 

+P 


dz 


-  2p 

d*u 


d^u 
dxdz 


4»/»» 


d^u 


du 


dxdf      '^  dydz       ^ 
d*u  d*u 


d*u 
dxdz 


d*u 


d*u 


du 
di 


^•ST  +  ^^, 


du 

=  05 


on  en  déduira 

du 
«  dx 

P^-d^' 

dz 


7  = 


du 


dz 
d*u  du  du   ,    d*u  /du\^ 


-^ 


d^u  {du\  , 

dx*\dzj  dxdzdxdz        dz^\dx) 

Il        -    —    I  •  ~i I  a 

dz) 
d^u  fdu\*       d*u  du  du       d^u  du  du      d*u  ém  da 


dxdy\dz)       dydzdxdz       dxdz  dy  dz      dz*  dxdy 


€/»«  /rf»Y  _      d^u  du  du      d*u  /"dày 


f  ^     dy*  \dtj 
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normales  sur  la  surface,  et  que  nous  supposerons  èti*e  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  leur  plus  courte  dis- 
tance serait  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  tan- 
dis qu^elle  est  en  général  du  premier  ordre  ou  de  même 
ordre  que  Tare.  En  partant  de  sa  définition ,  voici  com- 
ment le  célèbre  Monge  arrivait  à  Téquation  des  lignes  de 
courbure  : 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  Téquation  de 
la  surlace  soit 

les  équations  de  la  normale  au  point  (a:,  ^,  z)  sei*ont 

ou 

('  =  o ,     «v  =  o. 

Poui'  passer  de  cette  première  normale  à  une  seconde 
infiniment  rapprochée,  il  faut  faire  croître  les  variables 
X,  j^,  z  de  leurs  différentielles;  mais  les  fonctions  v^  iv 
croissent  aussi  alors  de  leurs  difféi'cntiellcs,  et  par  consé- 
quent les  équations  de  cette  seconde  normale  seront 

V"\^dv=.Oy     ff'  -f-  dw  =  o , 
ou,  en  réduisant, 

L€»s  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
males seront  données  dès-lors  par  les  équations 

I  — a:  +  />(Ç— z)  =  o,    9— r+7(Ç  — 2)  =  o» 

Mais  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombre  des 
inconnues,  et  par  conséquent  deux  normales  consécu- 
tives ne  se  rencontreront  pas  toujours  :  cela  n'aura  lieu 
qu'autant  que  l'équation  de  condition  que  l'on  obtient  en 
éliminant  Ç,  >7,  ^  entre  les  écpiatîons  qui  précèdent  sera 
vérifiée.  On  parvient  facilement  à  cette  équation  en  élimi- 
nant d'abord^ — z  entre  les  deux  dernières  é(|ualions:  on 
T.  1.  .>3 
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trouve  ainsi 

(dx^pdz)dq  =  [dy  -\^qd%)dp  : 

si,  maintenant,  ayant  égard  aux  relations  connues, 

dz-=z  pdx '^  qdy  ^     dp  zz:  rdx  ^  sdy ,     dq  ^=z  sdx -^  td)' ^ 

on  substitue ,  pour  dz  ^  dp,  dq^  leurs  valeurs  ,  il  viendra 

C'est  Téquation  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus 
par  une  autre  méthode. 

iVbra.  Le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure  en  un 
point  donné  doit  être  soigneusement  distingué  du  plan 
normal qm  passe  parla  tangente  à  cette  ligne.  De  même, 
le  cercle  osculateur  d'une  ligne  de  courbure  doit  être  en 
général  distingué  du  cercle  osculateur  à  la  section  nor- 
male à  laquelle  cette  ligne  de  courbure  est  tangente.  D 
n'exîsteen  effet,  eti  général,  qu'un  contact  du  premier  ordre 
entre  la  ligne  de  courbure  et  la  section  principale  qui  ont 
seulement  une  même  tangente  correspondante  aux  mêmes 

djc    dY    d" 
valeurs  des  trois  quantités— ,  ^-9^9  tandis  que  lés  dif- 

férentieQes  secondes  ^'x,  d'^y^  d^z^  etc.,  dont  dépendent 
le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure,  changeront 
ordinairement  de  valeur  dans  le  passage  d'une  de  ces 
courbes  à  l'autre. 

200.  Les  coordonnées  ^ ,  y? ,  ^  du  centre ,  et  le  rayon  o 
du  cercle  osculateur  à  une  section  normale  passant  par  le 
point  (or,  y,  z),  vérifient,  conune  nous  l'avons  vu,  les 
équations 

du  du  du  Q  R  ' 

dx  dy  dz 
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lactdes  deux  surfaces.  Soit  a  ce}  ordre,  et  P,  Q  les  points 
oà  les  courbes  d*intersection  normale  prolongées  dans  un 
certain  sens,  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit 
du-  point  M  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  dési-  « 
gné  par  L  Si  Ton  considère  ce  rayon  comme  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre,  la  distance  PQ  variable 
avec  la  position  du  plan  normal  sera  elle-même  une 
quantité  infiniment  petite  dW  ordre  marqué  par  tm 
nombre  constant  ou  variable  dont  a+i  représentera  la 
valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  P  sitpé  sur  la 
première  surface  on  mène  une  sécante  qui  forme ,  avec  le 
plan  tangent  aux  deux  surfaces,  un  angle  tj  sensiblement 
différent  de  o,  et  rencontre  la  secondé  surface  en  S.  On 
démontrera,  comme  nous  Tavons  fait  quand  il  était  ques- 
tion de  deux  courbes  qui  se  touchent,  que  la  distai^  PS 
•cra  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  PQ,  et  la 
distance  MR  du  point  M  à  la  sécante  PS  un  infiniment 
petit  dtl  premier  ordre,  et  Ton  déduira  inmiédiatement 
de  cette  remarque  les  propositions  suivantes. 

SS07.  Théorème  i**^.  L'ordre  de  contact  de.  deux  sur- 
faces  qui  se  touchent  en  un.  point  donné  M  est  inférieur 
d^ujie  unité  à  la  valeur  unique  ou  à  la  valeur,  minimum 
du  nombre  qui  représente  Tordre  dé  la  distance  infini- 
nqmt  petite  comprise  entre  les  points  P  et  S*ou  elles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  qui  fonne,un  angle  sensible 
avec  le  plan  tangent  commun. à  ces  deux  surfaces,  lors- 
cpCpn  considère  la  distance  dû  piôînt  de  contact  à  la  sé- 
cante dont  il  s'agit  comme  un  yifiniment  petit  du  premier 
ordre. 

Théorème  2"**.  LcM'sque'deux  smfaees  ont  entre  elles 

un  contact  de  Tordre  a ,  tout  plan  nCMmal  ou  oblique  qui 

forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  â 

ces  surfaces,  les  ooupe  vivant  deux  courbes  qui  ont  ehtiie 

T.  ï.  26 
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de  Jc,  jf,  «,  leurs  valeurs   tirées  des  précédenles,  on 

trouve 

a^(*  b*n*  ^g'        _ 

{"-k)  i^-k)  (r-hf" 

a^e*  b^n*  c^C'        __ 

Il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  Q,  ou  plutôt  —  fentrè 

ces   deux  formules,   pour  obtenir  Téquation  définitive 
entre$,>7,Ç.     . 

En  substituant  au  contraire  aux  différences 

fl» L       h» L      c* L 

Q  Q  Q' 

leurs  valeurs 

a*(        b*n       c«Ç 


X  Y  Z 


on  aurait  trouvé 


i  x^        \    Y^  ■      i  z^  i  x^   ^    \   Y^    ,     i  z^ 

Si  Ton  coupe  la  double  surface  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  Fellipsoïde  par  les  trois  plans  coordonnés ,  on  (J)- 
tiendra  sur  chacun  de  ces  plans  deux  courbes  distinctes. 
Cherchons  en  particulier  les  courbes  d'intersection  de  la 

double  surface  dont  il  s'agit  avec  le  plan  sy^  en  faisant 
^  =  o,  ce  qui  entraîne  nécessairement  z  =  o.  Pour  trou- 
ver ces  courbes  on  déterminera  d'abord  les  deux  valeurs 
de  Q  que  fournit  l'équation 

-{—h)  '•{'•- k)  '•{'•- if  °' 

quand  on  y  suppose  ^=0;  or  on  peut  alors  satisfaire  à 
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du  premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une 
unité.  On  reconnaîtra  de  cette  manière  que  les  surfaces 
z=x"4-j^*,  r=:x*-+-/*?  z=x^-\-y^^  ^=x^+j^*, 
ont  entre  elles,  à  Torigine,  un  contact  du  .premier  ordre, 
tandis  que  les  surfaces  -?  =  j:"-t-J^%  i^  =  JC'*"*"*+j''**S 

ont  un  contact  de  l'ordre  /i,  et  les  surfaces  z=:x^+y^y 

i.        ± 
z  =  x*  +y^y  un  contact  de  l'ordre  7. 

Corollaire  3"®.  En  conservant  les  hypothèses  du  pre- 
mier corollaire,  et  posant  Ax  =  adx^  Ay  =  otdjr^ 

F(x  -f-  ttdXy  y  -h  ady)  —  f{x  -+-  oLdx,  y  -4-  »dx)  =  f  («), 

la  différence  F(j:4-Ax,  j'+Aj^)  —  /(x+Ax,j^-+.Aj) 
deviendra  ^(ce)^  et  puisque,  en  supposant  que  a  est  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  cette  dififérençe  doit 
être  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  -H'.i ,  dans  le  cas  où, 
^ootnme  nous  le  suppoMins ,  les  deux  surfaces  ont  entre 
elles  un  contact  de  l'oidre  a ,  on  aura ,  en  désignant  par 
n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a 

f  (o)  =  0       f'(o)s3=0, f  ('•)(o)  =  0, 

« 

et  çt"+*  J  (a)  sera  la  première  des  fonctions  dérivées  de  y  (a) 
qui  cessera  de  s'évanouir  avec  a.  On*^  d'ailleurs,  comme 
on  l'a  vu , 

^(o)=È(*,  y)  -/(x,  r),      ^'(o)  =  dV{x,  r)-»/{x,  x) , 
■    pW{o}=à'¥(x,x)-d'/{x,x), 
0(.•>+'^o)  =  d'+'¥(x,y)—d'+^/(x,x)■, 

les  coordonnées  du  point  de  contact  des  deux  surfaces  sa- 
tisfetpnt  donc  aux  équations 


F(jr,/)  «=:/(*,/),     dV{x,y)  =  df{x,x),... 

26.  . 


I 


f 
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quation  de  Tellipsoïde ,  puis  efiAçant  le  terme  «^  oit 
vera  pour  l'équation  de  la  seconde. courbe  oherchée 


(i)'*a)'=- 


Donc  cette  seconde  courbe  ne  sera,  comme  on  défit 
s'y  attendre,  que  la  développée  de  rellîpse  •—  -F  r7  =  i-  ! 

201 .  Considérons  une  courbe  quelconque  tracée  sur  k 
surface  que  représente  l'équation  u  =0,  et  considéronsqiK 
par  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  {x ,  jr,  z)  on  fasse 
passer  une  section  normale,  le  rayon  jO  du  cei*cle  osculatew 
à  cette  section  normale  correspondant  au  point  (Xj  y^  i^ 
et  les  coordonnées  ^ ,  i) ,  (^  de  son  centre  vérifieront  les 
équations 

g~f  ^r— <_^  — C  —  —  —  -t  A. 

dx  dy  dz 

d'où  l'on  tire 
,  .  ^       \  du.  i  du  y      i  du  i_  I    « 

Q  et  R  sont  d'ailleurs  (n^  186)  déterminés  par  les  équations 

du  du  du 

Qds*  zndxd,—, — 1*  rfr  d,— — |-  dz  d.-~ , 
^  dx   ^     -^      dy  dz 

- = N/(f Hl)v(îT- 

Si  l'on  fait  varier  le  point  {x^y-t  z)  sur  là  courbe  donnée, 
le  point  (Ç,  r? ,  ^)  variera  en  même  temps  et  décrira  une 
seconde  courbe  correspondante  à  la  première,  et  dont  on 
trouverait  les  équations  en  éliminant  x^y^  z  entre  les 
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.  1  /  .    /  ,  ^       dz      dz      d*z      d*z       d'z 

W-zelsesdënvéespartieDes^,  ^,  —,  ^^,  ^.,... 

jusqu'à  celles  d<mt  Tordre  coïncidé  avec  le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre  du  contact, 
conserveront  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde. 

Corollaire  4^"",  Lorsque  le  plan  ungent  eommun  aux 
deux  surfaces  n'étant  pas  parallèle  à  Taxe  des  z,  Tordre  du 
contact  est  un  nombre  entier,  il  suflSt,  pour  le  aS|termîner, 
de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

F(x,j)=/(*,r),  dF{x,x.)=df(x,x),  d-¥{x,y)^d-f{x,y).., 

d'^F{x,jr)=:d''/{x,x)y 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact ,  indépen- 
damment des  valeurs  attribuées  aux  différentielles  lixy  dy 
des  variables  indépendantes.  L'ordre  dés  différentielles 
totales  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  préci- 
sément Tordre  demandé. 

Corollmre  5"*^.  Si  le  plan  tangent  cbmmun  aux  deux 
surfaces  devenait  paiitllèle  à  Taxe  des  f ,  il  faudrait,  dans 
les  corollaires  qui  précèdent ,  substituer  Tune  des  varia- 
bles jt,  y  à  la  variable  z.  Ainsi ,  pour  montrer  que  les  deux 

surfaces  z=jt: 3(1 — y^J^j  z  =  x~(i-^j^')*  qui  touchent 

à   l'origine  le  plan  jz  ont  en  ce  point  un  contact  du 

second  ordre ,  il  suffira  d'observer  que  leulto  équations  ré- 

2  3 
solues  par  rapport  à  x  prennent  les  formes  x  = ., 

j 

X  ■=. V .   et  que  la  différenoe ^ ^ est  un 

infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  quand  on  considère 
7"  et  z  comme  des  infiniment  petits  du  premier. 

Qb  peut  d'ailleurs  choi^r  toujours  pom*,axe  des  z  un 
axe  qui  fie  soit  pas  parallèle  au  plan  tangent  mené  p^r  le 
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et  l'on  en  conclura 

du   ^       du   ,        du   ,^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

—  diA-  —  d  u^  —  dt 

dx  df  dz    ^  dp 


Rl/é/|»H-rf„»-+.iiÇ«  "*"  V^di^  +  dn^  +  dC* 

Enfin,  si  en  appelant  /,  m,  n  les  angles  que  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  section  normale  fait  avec  les  axes , 
et  en  ayant  égard  aux  équations 

cos/^  +  cosm  dy  '+'COsndz  =  o, 

du  du  du, 

ces  /  -—  +  cosm  — — h  cos«  -r-  =:  o , 
dx  dy  dz 

on  ajoute  de  nouveau  les  mêmes  équations  respectivement 
multipliées  par  cos/,  cosm,  cos/i,  on  trouvera 

cos/^S  -f-  co^mdn  +  cosndl^ 

I   /  du  du  du  •■ 

=  —  —  (  cos Id.  —-  +  cosmd.— — |-  cosnd.—-  j. 
%2  \  dx  dy  dz  ! 

202.  Reprenons  les  trois  équations 

dx  di -^  dy  dti  '•\'  dz  dJ^  =:  o  , 
-Hi+-d,-^-di:        _  ^ 


cos  /  rf{ -f- cos/w  r^if -f- cos  «  rfÇ 

I  /■  du  du  du\ 

=r  —  —    cosld,  — 1-  COS/it  d.  — h  cos/i  d.—-\: 

R\  dx  dy  dz) 

la  première  exprime  que  les  tangeiiles  menées  à  la  pre- 
mière et  à  la  sec^onde  courbe  par  les  points  rorrespon- 


TRENTE-SEPTIÈME    LEÇON.  4<>7 


■ÇPB 


■  i 
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T>es  surfiicesque  peuvent  engendrer ,  en  se  mouvant  chml  l*espàc6,  dc« 
ligne*  droilee  ou  courbes  de  forme  constante  ou  variable. 


208.  Cousidéi*oiis  une  ligne  droite  ou  courbe  représen-  * 
tée  par  deux  cquaiions  çpii  repferment  avçc  les  coordon-. 
nées  rectangulaires  Xyjr,  Zy  deux  paramètres  ouconstaii- 
tes  arbitraires  c  et  c,  ;  si  Ton -résout  céi  équations  par 
rappOBt  aux  conetantes.dont  iLs^agit,  on  en  tirera  li  =  c, 
1^  =  c, ,  Il  et  i'  désignant  deux  fonctions  des  variables 
Xy  Y  y  z.'De  plusy  si  Ton  attribue  successivement,  aux  cons- 
tantes c  et  c,  une  infinité  de  valeurs  arbitraireôm^nt  choi- 
sies, la  ligne  représentée  par  le^  équations  m  =  c,  ^^=0, , 
changera  de  position ,  souvent  même  de  forme ,  sans  dé- 
crire aucune  surface  déterminée  ;  mais  ^si  Ton  établit 
entre  c  et  c,  une  relation  quelconque ,  si  Ton  suppose^ 
pour  fixer  les  idées,  c,==y(c),  (j>(c)  désignant  une  font- 
tioii  de  la  constante  c ,  les  équations  u  =  c ,  (/  =  ^o)  re- 
présenteront une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  sei*ont 
complètement  déterminées  pour  chaque  valeur  particu- 
lière de  la  constante  c.  Donc  si  Ton  attribue  successive- 
ment  à  cette  constante  une  ii^finité  de  valeurs,  la  ligne  en 
question  se  mouvra  de  manière  à  engendrer  une  certaine 
surface  dont  Téquation  sera  «^  =  ^(1/),  ou  ce  quc^Fon  ob- 
tient qu^teid,  entre  les  deux  équations  de  la  courbe,  on  éli- 
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Des  «urfcoeft  q«l  Mut  OMVIatriees  Tone  dt  IVutre  en  un  point  qui  tear  est 
comman.  —  Sur  les  divers  ordreB  de  contact  det  suriaces  courbet. 


905.  On  <lit  que  deux  surfaces  sont  oseulatrices  Tune 
de  l'autre  en  un  point  qui  leur  est  commin  lorsqu'elles 
ont  en  ce  point,  non-seulement  le  même  plan  tangent  ou 
la  même  normale,  mais  encore  des  sections  principales 
comprises  dans  les  mêmes  ]dans  normaux,  et  les  mêmes 
rayou  de  courbure  principaux  dirigés  dans  les  mêmes 
sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  surfacei 
prend  le  nom  d'osculation.  Concevons  que,  dans  le  même 
cas ,  on  mène  par  le  point  commun  aux  deux  surfaces  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique  :  il  coupera  ces  deux 
siu^faces  suivant  deux- courbes  qui  auront  nécessairement 
le  même  rayon  de  courbure  :  car  d'une  part,  les  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  ne  dépendent  que  des 
rayons  de  courbure  principaux  et  de  la  direction  de  la 
tangente  à  la  section  normale  ;  de  l'autre ,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  obliques  sont  complètement  déter- 
minés quand  on  connaît  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante  et  l'angle  que  font  entre 
elles  ces  deux  sections  :  or  ces  quantités  dont  dépendent 
les  rayons  de  courbure  sont  évidemment  les  mêmes  pour 
les  sections  faites  par  un  même  plan  dans  les  deux  surfaces 
oseulatrices.  Cela  posé,  comme  en  appelant  â  Tangle  de 
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tout  Fespace^  mais  si  Ton  suppose  CiZ=^(c)j  les  expiations 

xoosC — ^cos«  =  c,     xcosy  —  zoos«=:^(c), 

représenteront  la  génératrice  d'une  siuface  cylindrique 
qui  aura  pour  équation 

xeosy —  JC0S«=:9(xC0sC  —  jr  006«). 

On  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les 
deux  équations 

et  réquation  de  la  surface  cylindrique  aurait  été 

/,  j?  H-  m,/  4-  ni  «  =  ^  (to  -+-  mr  -+•  nz). 

On  Toit  par  ce  qui  précède  que  pour  obtenir  Téquation 
finie  d'une  surface  cylindrique ,  il  suffit  d'établir  une  rela- 
ti<m  quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia- 
Mesx,jr,  z. 

a™'  Exemple  :  .On  demande  l'équation  générale  d'une 
surface  conique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendrée  par 
une  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  point 
'  donné.  Appelons  Xq^J^o)  ^o  ^^^  coordonnées  constantes 
de  ce  point  qu'on  appelle  le  sommet  du  cône,  a,  6,  jr  les 
angles  variaUes  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes^ 
1^  équations  de  cette  génératrice  seront 

X  —  Xq  __  J^— Jo__S  — gp 

oos«  cosC  cosy  * 

ou 

X — Xo        COS«  X — Xo        cos«  ^  ' 

et  la  surface  conique  aura  pour  équation 

JC Xo  XX—XoJ  '^\X— Xo/ 
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cette  valeur  de  z  —  z^y  est  précisément  celle  que  l'on  ob- 
tiendrait en  égalant  à  o  une  fonction  homogène  quelcon- 
que des  trois  différences  x— Xq,  j^ — y^^  z — z^.  Si  Ton 
prenait  Torigine  pour  sommet  de  la  surface  conique ,  on 
aurait 

aro=o,     ro=o,     »o=i=o,     zz=zxp\^\ 

et  pour  obtenir  Téquation  de  la  surface  conique,  il  foffi- 
rait  d'égaler  à  o  une  fonction  homogène  quelconque  des 
variables  x^y^z. 

3"**  Exemple  :  On  demande  Téquation  d'une  suriice 
conoïde  engendrée  par  ujie  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment par  un  axe  donné,  en  demeurant  perpendicu- 
laire à  cet  axe.  Si  l'axe  dont  il  s'agit  coïncide  avec  Taxe 
des  z^  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  Téquation 
de  la  surface  conoïde  seront 

en  sorte  que  l'ordonnée  de  cette  surface  se  troBvera  ex- 
primée par  une  fonction  homogène  de  J?  et  de  jr  du  degré 
nul. 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné  x^. 
Joj  ^o9  d^  manière  à  former  avec  les- axes  des  an^esa* 
6,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
conmie  produite  par  l'intersection  de  deux  plans  moUles* 
dont  l'un  passerait  constammex^t  par  Taxe  de  la  surface, 
tandis  que  l'autre  serait  perpendiculaire  à  cet  axe.  tîcmr 
mons  X,  |ji.  V  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpen- 
diculaire au  premier  plan,  son  équation  sera 

(X  — Xo)  ces  A  4-  (j^  — yo)  COSf*  -h  {m  —  So)  cos  »  =  o. 

Les  angles  X  ^  fx^  v  satisferont  de  plus  à  la  condition 
cos«  cosA  -f-  cosC  cos^  4-  cosy  ces»  — -  o. 
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De  ces  deux  équations  réunies  on  lire 

COSA cos^ 

Cr — Xo) cosy  —  (a— Zo)  cosC ""  {z—Zo)  cos«(  —  (a?— ar©)  cosy 

ces» 

•""  [x—Xo)  cosC  —  (r  — Jo)  cos«  ' 

{y—JTo)  cosy  —  (z  —  gp)  COSC COSA  

{x — Xo)cosy — (z — Zo)cos«  cos^ 

L^équation  du  second  plau  perpendiculaire  à  Taxe  sera 
évidemment  de  la  forme 

de  sorte  que  les  équations  de  la  génératrice  et  de  la  sur- 
face conoïde  seront 

{y  — jo)  cosy  —  (z — Zq)  coftC • 

{x — Xo)cosy  —  (« — Zo)cos«         ' 
xcosflt  -hj^cosC-|-zcosy=:  ^(c), 


oos«  -f-  rcosC-hz 


^  r  (^  "^^o)  cosy — (z — Zo)  cosC  "] 

cosy=^    f -^ ) \ . 

L(x — Xojcosy  —  (z  —  Zo)cos«J 

4"*  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  Féquation 
finie  d^une  surface  de  révolution ,  on  pourra  prendre  pour 
génératrice  de  cette  surface  une  courbe  plane  tournant 
antoiir  d*un  axe  nommé  axe  de  révolution  et  situé  dans 
le  j^puB  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  variable ,  mais  dont  le  plan 
resterait  toujours  perpendiculaire  A  Taxe  dont  il  s'agit , 
et  dont  le  centre  serait  situé  sur  ce  mén£e  axe.  Cela  posé, 
admettons  d'abord  que  l'axe  de  révolution  coïncide  avec 
l'axe  des  z,  les  deux  équations  du  cercle  générateur  se- 
ront de  la  forme 

et,  par  suite,  Féqualion  de  la  sui*face  de  révolution  sera 
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fasse  à  six  conditions;  dès-lors,  puisque  réquatioii  géné- 
rale d'une  sphère  ne  renferme  que  quatre  constantes  dont 
on  puisse  disposer,  savoir,  son  rayon  et  les  trois  coordon- 
nées de  son  centre ,  et  que  ces  quatre  constantes  ne  suf- 
fisent pas  pour  satisfaire  à  six  conditions,  il  en  résulte 
qu'il  n'existe  pas  en  chaque  point  d'une  surface  donnée 
de  sphère  osculatrice,  ou  qui  ait  avec  cette  surface  on 
contact  de  second  ordre ,  au  lieu  qu'il  y  a  toujours  un 
cercle  osculatcur  pour  chaque  point  d'une  courbe  à  simple 
ou  à  double  courbure. 

On  peut  assigner  une  raison  plausible  de  cette  difTérencc  : 
le  caractère  propre  de  la  sphère ,  c'est  que  sa  courbure  est 
la  même  dans  toutes  les  directions  autour  de  l'on  quelcon- 
que de  ses  points ,  tandis  que  pour  une  autre  surface  cette 
courbure  varie  généralement  d'une  direction  à  l'autre , 
il  ne  pourra  donc  pas  arriver  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  dans  1^  sphère  et  dans  la  surface  soient 
égaux,  si  ce  n'est  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  le  point  que  l'on  considère  sur  la  surface  est  un  ombilic. 

L'équation  générale  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  con- 
tient neuf  coefficients  constants:  si  donc  on  donne  un 
point  M  sur  une  surface  donnée,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer une  infinité  d'ellipsoïdes  qui  seront  osculateurs 
de  la  surface  en  ce  point. 

206.  Considérons  plus  généralement  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  donné  M.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  normal  aux  devff  surfaces,  les  deux  lignes 
d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  Tauire,  et  auront 
entre  elles  un  contact  d'un  certain  ordre,  cet  ordre  pou- 
vant du  reste  demeurer  toujours  le  mùme  ou  changer  de 
valeur  avec  la  position  du  plai>  normal.  Le  nombre  qui 
représente  l'ordre  de  contact  des  deux  lignes  quand  il 
est  invariable,  ou  sa  valeur  minimum  dans  le  cas  con- 
traire, sert  à  mesurer  ce  que  Ton  appelle  l'ordre  de  con- 
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àe  manière  à  engendrer  une  certaine  surface  ;  or,  la  forme 
et.  la  position  de  cette  surface  dépendront  évidemnient  de 
la  nature  des  fonctions  f  i ,  f  i , . . . .  que  Ton  peut  choisir 
arbitrairement^  et  pour  obtenir  son  équation,  il  suffira 
d^éliminer  c  entre  les  deux  équations 

/[x,7,  a,  «,^.  (c),  ^,  (c) ]  =  o, 

F[^>r>«>^>fi  W>   9»{c) ]=o; 

mais  on  ne  pourra  en  général  effectuer  cette  élimination 
qu^apirès  avoir  remplacé  les  fonctions  arbitraires  f  i,  f ,, . . . 
par  des  fonctions  déterminées  de  la  constante  c. 

On  pourrait  faire  dépendre  les  unes  des  autres  plusieurs 
des  fonctions  Qi,  ft?  fs,....  et  prendre,  par  e:^mple, 
pour  fi,  ^89  1^  déri véer successives  de  la  fonction  <fi(c), 
enposant(j>»(c)  =  (j>;(c),    yj  (c)  =  9"  (c) 

SIX).  Lorsqu'une  surface  est  engendrée  par  le  mouve- 
nlent  d'une  ligne  droite  ou  courbe  dont  les  équations  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire ,  on  peut  déterminer  cette 
fonction  de  manière  que  la  surface  passe  par  une  ligne 
donnée  qui  s'appelle  alors  la  directrice. 

Soient  toujours  ^  =  c,  w^ f  (c)  les  équations  de  la  gé- 
nératrice, et/(j?,j^j -2)  =  o,  F(x,jj  z)^=o^  les  équa- 
tions de  la  directrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment.  Pour  déter- 
miner la  nature  de  la  fonction  f ,  il  suffira  d'assujédr 
chaque  génératrice  à  passer  par  un  point  de  la  directrice  \ 
la  fonction  (f  devra  donc  être  choisie  de  telle  sorte ,  que  les 
quatre  équations  qui  précèdent  soient  vérifiées  simultané- 
ment par  ui^  système  unique  de  valeurs  de  x^  y^  z:  par 
conséquent  la  valeur  de  f  (c)  se  déduira  de  Féquation 
prodcdte  parTélimination  des  coordonnées  Xyj^  z  entre 
ces  quatre  Sfliations.  La  nature  de  la  fonction  (f  (c)  étant 
ainsi  déterminée,  l'équation  iv=:f(i^),  qui  ne  renfer- 
mera plus  rien  d'arbitraire,  sera  l'équation  de  1^  surface 


^,. 
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décrite  par  le  mouvement  de  la  génératrice  s'appujant dam 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

21 1  •  Si  Von  voulait  déterminer  la  fonction  (f  de  manière 
que  la  surface  fut  circonscrite  à  ilne  surface  donnée,  il 
faudrait  chercher  d'abord  les  équations  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces,  et  Ton  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire ,  en  prenant  pour  directrice  la  ligne 
dont  il  s'agit.  Or,  soit  u=o  Téquation  de  la  surfisice  ckm- 
née  \  la  normale  menée  à  cette  surface  par  nn  point  quel- 
conque {Xyjr^  z)  de  la  ligne  de  contact  formera  avee  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  am 

dérivées  partielles  j-'i  -7-1  ^,  tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le  même  point  a  la  génératrice  de  la  surface 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosbus 
(n^  156)  seront  proportionnels  aux  quantités 

dç  div        dp  dw  dp  dw        dç  dtv  ^^ 

dy  d%         dz  dy  '     dz  dx        dx  d% 

dç   dw  dp  dw 

dx  dy  dy  dx^" 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé* 
nératrice  doit  être  circonscrite  à  la  surface  u  =  o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  perpendicu- 
laire à  la  génératrice.  On  devra  donc  avoir  pour  tous  les 
points  de  la.  courbe  de  contact 

^du      ^du  du 

et  les  équations  de  cette  courbe  de  cojpitaet  qui,  dans 
Thypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surface 

IV  =  (p  (i.),  seront  u  =  o,  P— +  Q^  +  »^=o. 

Quoique  Ton  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion f  à  Faide  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 
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OU  parviendra  plus  facilemeut  à  Féquatiou  définitive  de 
la  surface  qui  a  pour  génératrice  la  ligne 

et  pour  directrice  la  ligne 

en  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 
^ ,  y? ,  ^  les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice ,  et 
par  Vj  W  ce  que  deviennent  les  quantités  i',  iv  quand  on 
y  remplace  x^y^  z  par  |,  >î,  (^;  les  équations  de  cette  gé- 
nératrice deviendront  V  =  i^,  W  =  iv.  Or  si  Ton  éli- 
mine x^jTyZ  entre  les  quatre  équations 

on  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfermera  les 
seules  coordonnées  ^ ,  y? ,  ^ ,  etqui  sera  vérifiée  pour  un 
point  quelconque  de  Tune  des  génératrices;  donc  cette 
équation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
mentionnée. 

De  même,  si  Ton  élimine  x^  y,  z  entre  les  quatre 
écpiations 

«,  -^du       ^du       ^du 

on  obtiendra  Féquation  engendrée  par  la  ligne  ^^=0, 
t*'  =  ç(c),  et  circonscrite  à  la  surface  u-=±iO* 

212.  !**■  Exemple  :  On  demande  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique  qui  aurait  pour  directrice  une  courbe 
plane  donnée  par  les  équations 

X cos  >^-\-  y  C08/4  -f-  z  cos»  =  K ,     F  (j;,  j^,  a)  =  o  ; 

X,  fx,  V  sont  les  angles  que  ia  perpendiculaire  an  plan  de 
la  courbe  fait  avec  les  axes.  Leà*' équations  de  la  généra- 
trice seront  de  la  forme =  5-  =  ,  et  en  ap- 

coê«        roft%  cosy  ^ 
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on,  ce  qui  revient  au  même,  aux  équations 

d*/  _,  _,       d*/^ 


<i*F  «      €/*F  rf"F  </■/ 


Ces  dernières  formules  devant  subsister  queUes^que  soient 
les  yaleurs  finies  attribuées  aux  différ^tieUes  dXj  éfy^  eiH 
traîneront  évidemment  les  suivantes  : 

F^^    .\^fi^    r\       ^F-^/      dY_df       d^Y^d^f 

<i«F  _  d^f       d^Y  _d*/ 
dxdy       dxdy  '     dy^       ^  •  * 


rf-F  _  rf"/         //"F     •_       //»/  i/^F  rf«/ 


//x"         rfr"'   rir*"'fl{)^        dx^^dy^'"  dxdy*^'       dxdy"^^^ 

Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  Taxe  des  z^ 
non-seulement,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  Tordonnée  z 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantesx,j^,maisencoresesdifrérentielles  J^,//'z. . .  d'*~^z. 


^ellipse  ~  4-*^  :?=  i,  rëquation  de  la  surface  cylindrique 


era 


a' 

V      . 


2*^*"  Eocémple.  Ou  demande  Téquation  d'une  sfH^ce 
:ylindï*ique  circonscrite  à  une  Siiitre  àurface  donnée 
«  =  o.  ... 

Pour  (obtenir  son  équation^  il/faudra,  d*ft|^s  ce  que 
lous  avons  dit,  éliminer  x^y^  z  entre  les  quatre  éqma- 


iions 


du  dw       ^   ^   du 

^'    dx  dy  dik 

coSM        coèC       qûfty* 


^  '  • 


■^  -■ 


Supposons  que. la  surface  m  =  o  est  i'ellipçcroe 

'  *  •'  I  '  *     ^'*'* 

on  aura  ^  ,  ^     -^^ 

au  du        ^       du 

■T- crtifit  + -7- cost  +  ^- cosy* 

cfr  «(r  ^  >         **  ' 

^^cosa+^sC-^^cosyz^^    ^r\     .^,      +~:^=o, 


«? 


<!*£  y  If  3c 

et  en  réduisant,     — r  +  tt  4-  -r  ^^  i  • 

'     a*        6*        c* 

Désignons  de  plus  par  îîR  celuî.jies  diamètres  de  Tel- 

lipsirïde  qui  seik  parallèle  aux  génératrices  dû  cylindre, 

1^  coordonnées  de  i'extk*émi^  de .  ce  diamètre   seroQl 

Rcosa^  RcosS,  Rcosy^  et,  comme  elles  doivent  véjificr 

Téquation  de  Vellipsoïdé ,'  4>n  aura    , 


ces**  -    cos'^''     ces* 


T.  i:  ;  27 


.V 

1     .  '       ■ 
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point  de  contact  des  deux  surfaces.  A  Taide  de  cette  re- 
marque jointe  à  la  définition  des  deux  surfaces  oscuU- 
trices,  on  conclura  génëralement  que  deux  surfaces  qui 
ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre 
plus  élevé  sont  osculatrices  Tune  de  Tautre,  et  récipro* 
quement  que  deux  surfaces  osculatrices  ont  au  point  d'oir 
culation  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second. 
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tangent  en  deux  nouveaux  points  (x,jr,  ^),  (X,  Y,  Z)-, 
Ton  désigne  par  r,  Sj  t  les  distances  du  centre  de 
psoïde  aux  points  (x,  jr,  ^)î  ($  »  >3  >  f  );  (X,  T,  Z),  on 
évidemment  * 

:«,     y'=-,i,    '=^-K,    X=U,    Y  =  l,,    Z  =  i4; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations^ 
j"       3* Xcostf       YcoïC       Zcosy i 

îndra 

lemières  équations,  combinées  avec'  Téquation  de  la 
tce  cylindrique  circonscrite,  la  tranAfonneront  en 

.V*  s*  I         I         r  ,       . 

__,=-  ou  -  =  -  +  -. 

L*  est  la  forme  la  plus  simple  que  puisse. pren^i^el'équa- 
de  cette  surface. 

k  Tellipsoïde  on  substituait  un  byperbol^e.^à  i{ne 
eux  nappes  représenté  par  Téquation 

1-7 =^      ou      — — 7-.=  !, 

lation  de  la  surface  cylindrique ''circonscrite  à  cet 
îrboloïde  serait,  dans  le  premier  cas, 


"^  b*       r» 

V     a»       *        b^              c* . 

iiis  le  second  « 

m 

^    ^{costf   j    f  cosC       îcosy 

rt»        b* 

•'  ^  V  «'         A'      ,    ^' 

9.7    . 
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mine  la  quantité  c  qui  seule  varie  d'une  courbe  génératrice 
à  Tautre.  La  règle  générale ,  pour  trouver  Téquation  de  U 
surface  engendrée  par  les  positions  successives  de  la  couil)e, 
est  donc  très  simple.  Il  faut,  i^  résoudre  les  équations  de 
la  génératrice  par  rapport  aux  deux  paramètres  variaUes 
c  et  6,  ;  Q?  exprimer  que  Fun  de  ces  paramètres  est  fonc- 
tion de  Tautre  ^  3^  éliminer  les  deux  paramètres  en  substi*' 
tuant  pour  chacun  sa  valeur  enx^jr^z  tirée  des  équations 
de  la  génératrice.  Il  importe  de  remarquer  que  la  couriie 
donnée  u=:  c,  u=:c,ne  devient  proprement  génératrice 
que  du  tnoment  où  les  deux  constantes  sont  liées  l'une 
avec  l'autre . 

i^*"  Exemple  :  On  demande  l'équation  générale  d'une 
surface  c]^ndrique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendkée 
par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste  constamment 
parallèle  k  elle-même.  Si  l'on  nomme  a^  6 ,  y  les  angles 
constants  que  doit  former  cette  droite  prolongée  dans  un 
certain  sens  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  positives, 
et  x^  jTq,  Zq  les-  coordonnées  variables  d'un  de  ses  points, 
ses  équations  seront 


x — Xn         r — r*         z — z 


o  J^     X»   .      * — «o 


co3«  çosC  cosy  ' 

OU 

arcosC  — X  CCS*  =  XqÇOS^ —  j^'ocos  «  =  c , 
xcosy — zcos*=:^oCOSy  —  ZoCOStf  =c,, 

c^'c^  désignant,  pour  abréger,  les  constantes  arbitraires 
XoCOsê  — j^ocosa,  XoCosy  —  ZoCOsa.  Si  Ton  attribuait 
aux  constantes  c  et  c.  une  infinité  de  valeurs  sans  établir 
entre  elles  aucune  relation ,  la  droite 

poui'raitsc  mouvoir  de  manière  à  remplir  succcssivemenl 
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it  Tespace*,  mais  si  Ton  suppose  c^  =  (f(c)j  les  éqpiations 

xcosC — j^oos«  =  c,    xco%r  —  «cos«=:^(c), 

présenteront  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique 
li  aura  pour  équation 

xcosy —  j^COS«:=^(xcOsC  —  /  006«). 

1  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les 
ux  équations 

^ -f- m/ -f- «3  =  c ,     /,x-f*m»/ +  ^i<=<^i9 

Féquation  de  la  surface  cylindrique  aurait  été 

/,4?  -f-  iw,  /  -h  tt  «  =  ^  (i^  4-  ntf  -f-  nz), 

1  voit  par  ce  qui  précède  que  ix>ttr  obtenir  Féquation 
lie  d  We  surface  cylindrique ,  il  suffit  d'établir  une  rela- 
m.  quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia- 
BSX,jr,z. 

a»«  Exemple  :  On  demande  Téquation  générale  d'une 
rface  conique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendrée  par 
le  droite  mobile  qui  passe  constammenè  par  un  point 
nné.  Appelons  Xo  9  J'o)  ^o  ^^  coordonnées  constantes 
ce  point  qu'où  appelle  le  sommet  du  cône,  a,  6,  y  les 
gles  variables  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes  ^ 
i  équations  de  cette  génératrice  seront 


costf  cosC  cosy 


X  —  Xo         C08«  4? — Xo         COS« 

la  surface  conique  aura  pour  équation 

?  —  Xo  \X — Xo/  \X  —  Xo/ 
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cette  valeur  àe  z  —  z^  est  précisément  celle  que  l'on  ob- 
tiendrait en  égalant  à  o  une  fonction  homogène  quelcon- 
que des  trois  différences  x^-x^^y — jo^  ^  —  ^o-  Si  Ton 
prenait  Torigine  pour  sommet  de  la  surface  conique ,  on 
aurait 

et  pour  obtenir  Téquation  de  la  surface  conique,  il  suffi- 
rait d'égaler  à  o  une  fonction  homc^ène  quelconque  des 
variables  x^jr^z, 

3"^®  Exemple  :  On  demande  Téquation  d'une  surface 
conoïde  engendrée  par  ujie  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment par  un  axe  donné ,  en  demeurant  perpendicu- 
laire à  cet  axe.  Si  l'axe  dont  il  s'agit  coïncide  avec  Taxe 
des  z ,  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l'équation 
de  la  surface  conoïde  seront 

en  scnrte  que  l'ordiininëe  de  cette  surface  se  tnmvera  ex- 
primée par  une  fonction  homogène  de  or  et  de  jf*  du  degré 
nul. 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné  x^, 
Jot  ^o")  ^^  manière  à  former  avec  les  axes  des  angles  a. 
6,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
comme  produite  par  l'intersection  de  deux  plans  mobiles, 
dont  l'un  passerait  constamment  par  Taxe  de  la  surface, 
tandis  que  l'autre  serait  perpendiculaire  à  cet  axe.  Nom- 
mons X,  fx.  V  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpen- 
diculaire au  premier  plan ,  son  équation  sera 

(X  — Xo)  CCS  A  -h  (  J  — Xo)  COSfi.  -h  {s «o)  «>S  f  =  o. 

r 

Les  angles  A  ,  |ut,  v  satisferont  de  plus  à  la  condition 

COS«  COfA   -f-  COSC  COS^  -f-  COSy  COSi'  —  o. 
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lion  (Ir  lasiiila^H:  conique sn  réduili) 

Concevons,  poui-  fixer  les  idées,  (|ue  la  direclrico  soit 

rdlipsc  z  =o,  —  +  yY  =  i ,  réc|uation  de  la  surface» 
4'onique  sera 

— „-         I .^„        -  (  c  -  ^«;  • 

Supposons  maintenant  que  la  surface  conique  doive  t'tri' 
circonscrite  à  une  autre  surface  i/  =  o^  comme  en  chaque 
point  de  la  courbe  de  contact  des  deux  suifaces,  la  géné- 
ra tric*e  de  la  premièi^e  et  la  normale  à  la  seconde-  se  cou- 
peront à  angles  dix)ils,  les  coordonnées  x,  y,  «  de  cette 
courbe  vérifieront  évidemment  les  équations 

Cl  pour  obtenir  Téquation  de  la  surface  conirpie ,'  il  ne 
reste  plus  qu'à  éliminer  a:,  j^,  z  entre  ces  deux  équatiops 
Jointes  à  celles  de  hi  génératrice. 

Cçncevons,  par  exemple,  que  la  surface  conique  doi^e 

être  circonscrite  à  l'ellipsoïde    -  -f-    ~  -(-  -    =  i ,  on  dr-- 

*  a^        b^        c^ 

vra  avoir 


et  eu  réduisimt 


la  courbe  de  contact  sera.une  courbe  plane  9  et  en  ayapt 
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Si  Taxe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  mçnëepar 
un  point  donné  Xq  ,  /o  9  ^o^  ^^  manière  i  former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  a,  6,  y, 
le  cercle  générateur  sera  évidemment  la  courbe  d^inter- 
section  d'une  sphère  qui  aura  pour  centre  le  point  x^^ 
j^o  9  '^o  9  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolu- 
tion ;  les  équations  de  ce  cercle  et  Téquation  de  la  surface 
de  révolution  seront  dès-lors 

xcos«  -f-/  cosC  -f-  «  oosy  =  ç, 

(jc — «o)* -h  (r  — /o)*  4- (» — ao)*= ^  (jccos  « -hr  cos  C -h  s  cosy). 

209.  On  pourrait,  en  généralisant  ces  principes,  faire 
mouvoir  dans  Tespace  des  lignes  tellement  choisies,  que  la 
construction  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvemeni 
de  ces  lignes  dépendit  de  plusieurs  constantes  ou  fonc- 
tions arbitraires.  Considérons  en  effet  une  ligne  droite  ou 
courbe  dont  les  équations  soient 

et  renferment  avec  les  variables  x,  jr^  z,  plusieurs  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  c,  Cj,  c,,. . .  Si  l'on  at- 
tribue sucoessivement  à  ces  constantes  une  infinité  de 
valeurs  arbitrairement  choisies ,  la  ligne  en  question  chan- 
gera de  position,  souvent  même  de  forme,  sans  décrire 
aucune  surface  déterminée ,  à  moins  que  l'on  n'établisse 
entre  les  constantes  c^Ciy  Cf^. , , .  des  relations  telles  que 
la  valeur  de  l'une  étant  donnée ,  les  valeurs  de  toutes  les 
autres  s'en  déduisent ,  en  posant ,  par  exemple , 

c,  =<p,  (c),     ca=^,  (c),     C3  =  (p3{c) ; 

f  1  •>  ?s  9  ?3  9  •  •  •  •  désignant  des  fonctions  de  la  constante  r.  • 
Dans  ce  cas,  si  Ton  attribue  successivement  h  cette  cons- 
tante une  infinité  de  valeuis,  la  ligne  en  question  se  mouvra 


a 
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Concevons  à  présent  qu'une  droite  soit  menée  du  centre 
de  Fellipsoïde  à  un  point  (1,  yi,  ^),  choisi  arbitrairement 
aur  la  surface  du  cône  circonscrit.  Cette  droite  coupera 
Fellipsoïde  et  le  plan  tangent  qui  touche  rellipsoïde  à 
Textréinké  du  rayon  R  en  deux  nouveaux  points,  dont  les 
coordonnées  jr ,  ^,  ^ ,  et  X,  Y,  Z ,  vérifieront  les  équatiAfti 

«*      j*      «* Xcos«       Ycos^       Zcosy i 

De  plus ,  si  Ton  désigne  par  r,  s^  t  les  longueurs  mesurées 
8UP  cette  droite ,  à  partir  du  centre  de  Fellipsoïde ,  et  qui 
aboutissent  aux  trois  points  (x^jr,  z)-^  (Ç,  t},  Ç)î(X,  Y,Z), 
on  aura,  comme  on  Fa  vu  plus  haut, 

et  par  conséquent 

Telle  est  la  forme  la  plm  simple  sour  laquelle  on  puisse 
*   [présenter  Féquation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
•  Tellipsoïde. 

Si  à  Fellipsoïde  on  substituait  Fun  des  hjpedboloïdes 

représentés  par  les  équations  ** 

Féqoalion  de  la  sur&ce  conique  circonscrite  «e  réduirait 
à  Fune  des  suivantes  : 

r+ï7 -77+ •  ;-\;^  +  ïr-jï+«j  (^j;+ p-^  +  'j- 


4l4  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

décrite  par  le  mouvement  delà  génératrice s'appuyant dam 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

211.  Si  Von  voulait  déterminer  la  fonction  (f  de  manière 
que  la  surface  fut  circonscrite  à  une  surface  donnée,  il 
faudrait  chercher  d'abord  les  équations  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces,  et  Ton  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire ,  en  prenant  pour  directrice  la  ligne 
dont  il  s'agit.  Or,  soit  u=t)  Téquation  de  la  surface  don- 
née ;  la  normale  menée  à  cette  surface  par  nn  point  quel- 
conque (x,  j",  z)  de  la  ligne  de  contact  formera  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  aiix 

dérivées  partielles  ^^  -j-^  ^ ,  tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le  même  point  à  la  génératrice  de  la  surface 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
(n^  156)  seront  proportionnels  aux  cpiantités 

dp  div        dv  dw  dp  dw        dp  dw 

df  dt         dz  dy  '^     dz  dx        dx  d%         ^  ' 

dp   dw        dp  dw 

dx  dy        dy  dx'~' 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé- 
nératrice doit  être  circonscrite  à  la  surface  w  ==  o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  perpendicu- 
laire à  la  génératrice.  On  devra  donc  avoir  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  de  contact 

^du  (\^^  TX^^  

dx  dy  dz  ' 

et  les  équations  de  cette  courbe  de  coptact  qui,  dans 
l'hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surface 

,i.  =  (p  (c.),  seront  z^  =  o,  P  — +  Q;^  +  E;j^  =  o. 

Quoique  Ton  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion f  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer, 
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m  parviendra  plus  facilement  à  Téquatiou  définitive  de 
a  surface  qui  a  pour  génératrice  la  ligne 

A  pour  directrice  la  tigne 

f{xy  y,z)  =o,     F{x,^,  z)=o, 

m  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 
; ,  19  9  ^  les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice ,  et 
jar  V,  W  ce  que  deviennent  les  quantités  v^  iv  quand  on 
j  remplace  x^y^z  par  |,  >î,  f  ;  les  équations  de  cette  gé- 
lératricc  deviendront  V  =  i^,  W  =  iv.  Or  si  Ton  éli- 
nine  x^y^z  entre  les  quatre  équations 

/(x,  j,z)=:o,     F(jr,  7,  z)  =  o,     V  =  P,     W  =  «', 

m  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfermera  les 
eules  coordonnées  Ç,  >3î  Ç,  et' qui  sera  vérifiée  pour  un 
>oint  quelconque  de  Tune  des  génératrices;  donc  cette 
kjuation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
nentionnée. 

De  mième,  si  Ton  élimine  x^  y^  z  entre  les  quatre 
squations 

^  du       ^  du       ^  du 

m  obtiendra  l'équation  engendrée  par  la  ligne  ^^=0, 
V  =  9(c),  et  circonscrite  à  la  surface  u  =±  o. 

212.  i^**  Exemple  :  On  demande  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique  qui  aurait  pour  directrice  une  courbe 
>lane  donnée  par  les  équations 

xcosA  -h  /  coa^  +  zoos»  =K,     F  (x,  j^,  2)  =  o; 

l,  fA,  V  sont  les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  de 
a  courbe  fait  avec  les  axes.  Letfr'éqaationB  de  la  généra- 

rice  seront  de  la  forme =  5-  ^ ,  et  en  ap- 

CM«        rost»  co«y  '^ 
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pelant  i  Tanglé  de  la  gënératrice  avec  la  perpendiculaire 
au  plan  de  la  directrice,  on  aura 

coa/  =  oosâe  cosA  +  cos^co9^+  cosy  cos». 

Des  équations  qui  précèdent,  on  tire 

î  —  x      n  —y  _?--«  _  (g--ar)cosA-f-(y— j)cos^-t-(C— g)coS' 
co8«        cosC      cosy      oos«oosA+oos^cos^+ cosycosv* 

et  par  suite 

cos  *  ,  > 
*  =  Ç  —  ^J^(Ç  COS  A -f- ijf  COSf*-f- Çôos  »  —  K) , 

^  =» ^(f  cosA4-«cos/«-f-Ccos»  —  K), 

cos  o 

y       cosy  .  ^  ^  ^ . 

«  =  ç T,(ç  cosA-+-iif  cos/m4-Çco»»  —  K); 

cos  w 

et  en  substituant  les  valeurs  de  x,y,  z  dans  Féquation 
F  (  X ,  ^9  z)  =  o ,  on  obtiendra  pour  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique 

P i(fC08X-»-llC08tt-h4^008»  — K),   M 1 ( f  COS X H- OtC .),    t t{|C«'^+*' 

*       C08^^*  r-      s  /»  co»/'^*  ''   ^      cos/^* 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  xy, 
elle  peut  être  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 
2  =  0,  F(Xyy)  =  o,  et  Téquation  de  la  surface  cylindri- 
que se  réduit  à  * 


^ /{cosy  —  Çcosflt       9COSy  —  Ç  cosf 

F  I ,      — ' 


)=»• 


COS y  cosy 

Si  la  directrice  devenait  parallèle  à  Taxe  des  z  ,  on  aurait 

a=r6=  -,y  =  o,et  la  surface  cylindrique  se  réduirait 

à  l'équation  de  la  base  :  F (^ ,  yj)  =  o. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  directrice  soit 


.     TIlÉWrEHltePTIÈME    LEÇON.  4^9 

Tettipse  —  +  ~  :?=  i,  Téquation  de  la  surface  cyli^idrique 


$era 


({cosy — Çcos«)*     ff  côsy  —  tcosCy 

7^ — ''■'^' ^ — ^  =^^'y-  •' 

a"**  Exempte.  On  demande  l'équation  d'une  scurCstce 
cylindrique  circonscrite  à  unettutre  surface  donnée 
ei  =  o.  , 

.Pour  obtenir  son  équation ,  il 'faudra,  d'a:^ès  ce  que 
nous  avons  dit,  éliminer  x^  y^  z  entre  les  quatre  éqma- 
lions 

du  ^    dti       ^  ,   du 

tt  =  0.       -r-C08«+  -7-C0Sb-l--pC08y  =  0, 

^'    dx  dy  dsk 

cosi«       coéC       poftv' 
Supposons  que  la  surface  ii  =  o  est  l'el 


te  -  -r  . 


i>n  aura 

/tt  du       ^       du 

—  cc»a  +  -7-  COS6  4-  -r-  cosy" 

/r  dy  dz. 


=3r-cosa+f-cosC-H--co5y==^ î^.        j.»      + r^=®; 

■^         .  ■  •         » 

3t en  réduisant,     t  +  Tr +  -:  =i- 

a*        p*        c* 

Désignons  de  plus  par  lîR  celui  .des  diamètres  de  rd- 

Jps^ïde  qui  sera  pardlèle  aux  génératrices  dû  cylindre, 

es  coordonnées  de  i'extrémijyé  de    ce  diamètre   seront 

dcosa,  BcosÊ,  Rcosy;  et,  comme  elles  doivent  vérifier 

'équation  de  l'ellipsoïde ,  on  aura    . 

cos*«c        cos'^'      cos*y  J^   1 
T.  i:  '  ^7  . 
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et  par  suite 


/*         X  cos«       ,  .  cosC  rosy 


cosflc        co»^         cosy  cos'ce   ^  cos'g       co8*y 

\      rt*  ^»     "•       r*      /  Fcostf       vcosC        îcoiy 

1 L  2 1 

a»     ^     A»     ^      c» 

(cosa    ^    ycosC   ,    4^^sy^ 

4'        >»'       Ç*                      /{cosa.        Jfcos^         ÇcosyV 
J.  +  ^.  +  ^-'-ï^    I,— «'-  +  --ïi f-— — )• 

Telle  est  ||é<{uati(m  de  la  surface  cylindrique  circonscrite 
à  Tellipsoïde.  Pour  lui  donner  une  forme  plus  simple, 
M.  Cauchy  remarque  que  ]e  plan  tangent  à  Pdlipsoïdc  au 
point  (x,  j,  z)  a  pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z  ses 
coordonnées  courantes , 

ou 

Xo:       Y/        Zz         a:'       ^•' 


I  » 


1 ^  -f-  —   Z3: L.*:-  J = 

a*         h^         r»         a»  ^^  /i»  ^^  c* 

d'on  Ton  conclut,  en  ayant  égaixl  aux  équations 

:c  =  Rcos«,    j=:RcosC,     z  =  Rcosy, 
Xcos«       Ycosb       Zcosy 1 

Supposons  de  plus  fpi'on  mène  une  droite;  du  centre  dt* 
rdlipsoïde  à  un  point  (^ ,  y?,  ^)  pris  sur  la  surface  du  cy- 
lindre circonscrit.  Celte  droite  coupc^ra  rdlipsoïde  cl  le 
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rappoil 

»>o»  x-*»lii— J'o)cos/ui-K^— »o)co«»-[(  f — xo)  coa*+(if— ^o)coêC+(J  -  «o)cos>]coff  cT  * 

dans  lequel  cos^  ;=  ro«a  oosX  -f-  cosê  cos|u  +  cosy  cosv  ,' 
et  de  cette  seule  remaix[ue  on  déduit  immédiatement  les 
valeui*s  de  x^y^  z,  qui,  substituées  dans  la  seconde  des 
équations  F(j:,  y^  ^)  =  ^9    fournis»ent   Téquation  en 
f ,  iQ ,  ^  propre  à  représenter  la  surface  conoïde. 

Si  Ton  prenait  pour  directrice  la  droite  qui  aurait  pour 

équation = —  = •  on  trouverait 

^  ces  A  cos^  cosy 

cos/ 

Telle  est  Téquation  du  paraboloïde  hyperbolique  engeu* 
drépar  une  droite  qui  se  meut  en  8*appuyant  sur  les  deux 
droites 

■"■  '    ~  ■         -  —       ■   ,       ™         ___  ■  ^i^  ^_^— — 

coftM  cosC  cosy         cosA  cos^  cosv 

« 

et  de  manière  à  rester  toujoUlrs  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière de  ces  droites. 

Lorsque  la  surface  conoïde  doit  être  circonscrite'à  une 
autre  surface  u  =  o^  on  peut  prendre  pour  directrice  la 
courbe  do  contact  de  ces  deux  surfaces  représentée  elle- 
même  par  les  deux  équations 

.du       .  du  ilu  '' 

:  /du  du  du  \ 

ou      u  =  o,       if-a:)^-h(,-:r)-  +  (Ç-z)-=:o. 
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Dans  Tun  et  Tautre  cas ,  la  courbe  de  contact  de  l'hyper- 
boloïde  et  de  la  surface  cylindrique  serait  plane,  et  son 
plai^  serait  représenté  par  Féquation 

xcostt       rcos^       zcosy 


«'  b* 


c 


Si  Ton  demandait  Téquation  de  la  surface  cylindrique 
circonscrite  au  paraboloïde  elliptique  représenté  par  Té- 

quation  —  -f-  ^  =:  2  - ,  on  trouverait  que  le  plan  de  la 
courbe  de  contact  a  pour  équation 

—  cos«  +Y~cosi»  =:-cosy, 

et  que  les  coordonnées  | ,  y?  ^  ^,  d'un  point  quetebnque  de 
la  surface  cylindrique  satisfont  à  la  condition 

_  -^  _. ^-. 

«*       ©■        c       c 

On  tirera  de  ces  deux  équations,  jointes  â  celle  de  la 
génératrice , 

fcostf      ifCosC     cosy  î*      »*         Ç 

CCS*  COSC        COSy  COS*a         COS*b  ^COStf        9COS^       cos 

a*    "*"    b^  ~~^       '      b^  c 

fcos«       ifCO§€        COSy  Y 


a"^       b^  c  cos'tf        cos*C 

~a~^'^       b^ 

Si  au  lieu  du  paraboloïde  elliptique  on  considérait  un  pa- 
raboloïde hyperbolique  représenté  par  la  formule 

l'équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  deviea- 
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et  par  suite 

s  C 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

-<-'•'- 77  [«*- (Ç  -  «o)'!  +  *î -^- ri  }'=  4& +J'o)  (f*+ ••)• 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  de  révolution  qui ,  ayant 
pour  axe  l'axe  des  z ,  est  circonscrite  à  Tellipsoïde  de  ré- 
volution donné.  .* 

Si  Taxe  de  la  surface  de  révolution  coïncidait  non  plus 
avec  Taxe  des  z^  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point 
donné  {x^^  y^^  ^o)?  ^^  manière  à  former  avec  les  axes  cer- 
tains angles  a ,  6 ,  y,  les  coordonnées  Ç ,  yj ,  Ç  du  cercle 
générateur  passant  parle  point  (x,  y^  z)  de  la  directrice, 
vérifieraient  les  deux  équations 

(î  —  x)  CCS  fit  4-  {n — y)  ces  €^  -h  (Ç  —  z)  cosy  =  o, 

(f-a:o)'-f-(f-ro)'+(Ç-^o)»=(x-a:o)»+(r-ro)'-f-(3~3o)%      - 

et  la  surface  de  révolution  circonscrite  pourrait  être  con- 
sidérée comme  ayant  pour  directrice  la  courbe  représen- 
tée par  les  équations 

«>>  [(r— ro)cosC—  (2— «o)cosy]  — -I-  [(a— «o)cos«  —  (a:— aro)cosy]  J^ 

j 

4-[(x--j?o)cos^— (7— jro)co8«]  -^  =  0. 

flZ 

Ces  applications  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  chaque  cas  particulier. 
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et  par  suili! 

Cela  posé,  si  entre  celte  dernière  formule  et  les  équa- 
tions de  la  directrice  on  élimine  x,  jr,  z^  réquation  ré- 
sultante qui  renfermera  seulement  Ç  ^  >?  ?  Ç  «era  pi-écîsé- 
ment  celle  de  la  surface  conique. 

Exemple  :  Si  la  directrice  est  la  courbe  plane 
Aar-f-Br+CzzzrK,     F(j:,j,  »)  =  i>, 
on  aura 

et  par  suite 

Aa:„+By„+Cïo— K 


j?=:Xo— (f  —  JPoj 


A(f- Xo)-f-B(, -7o) +C(C-3or 


^ — Jo — V"  — 7o;  T71 


3  =  «o  — (Ç  — ao) 


A(f-Xo)+B(i,  -jJ+C(Ç-z„)' 
Aaro+Bj'„H-C3o  — K 


A(e-*o)+B(i,-ro)+c(Ç~3p)  • 


En  substituant  ces  valeurs  dv  jt,  7,  z,  clans  Téquation    % 
F(x^y^  z)  =  o ,  et  posant 

Aj?„+B/„+Czo  — K  _ 


A(e  — a;«)-j-B(i|  — rJ+C(Ç  — Zo) 
ou  trouvera  pour  Téquation  de  la  surface  conique 

F[x„  — (f--a:„)U,     Xo  —  {*t—Xo)Vy      3o  — (Ç  — 3„)U]=o. 

Lorsque  la  directrice  lîsl  comprise  dans  le  plan  :xy  et  rt*- 
prés(»nlée  par  les  formules  s  =  o,  F(.r,  y)  =  o  ,  rccjua- 
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-,  ^  ,         ,         dx       dr       ftz 

tirera  de  ces  deux  équations  --=  —  =:—,  et  puis^joe 

diflërentielles  dx^  dy^  dz  doivent  vérifier  rëquadon 
=^pdx+pdj  ^  on  aura  définitivement 

P/?  4-  Q7  =  R. 

Ile  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  toutes 
surfaces  que  peut  représenter  Téquation  w  =  ^(y)^ 
qui  sont  engendrées  par  le  mouvement  de  la  ligne 
=  c,  IV  =  ç(c).  Cette  équation  aux  dérivées  par* 
lies  ne  renferme  plus  la  fonction  arbitraire  indiquée 
pla  lettre  y,  mais  seulement  les  dérivées  partielles  de  z, 
oîr,  p  et  {/  avec  les  quantités  P,  Q,  R  qui  sont  des 
ictions  déterminées  des  variables  x^jr^  z, 
Dn  peut  parvenir  directement  à  l'équationP^-f-Q^^R, 
éliminant  par  une  double  difTérentiation  la  fonction f. 
:  effet,  différentions  l'équation  tv  =  (^{y)  en  regardant 
ir  à  tour  a:  et  z  ou  j^  et  z  comme  seules  variables,   il 

ïndra 

dw       dw     dp  {y)  fdv        dv   \ 

di^d^^^  1iir\dl:^  Jz^J' 
dw      dw  dçiy)  (^^        ^^  \ 

d^  '^dz  "^  ^  "ST  ^^  "^  jz^y 

I  divisant  ces  deux  équations  Tune  par  Tautre  ou  les 

iltîpliant  en  croix  pour  éliminer— ~^,  on  retrouvexii 

quation  P^  +  Q7  =  R. 

On  |X)urrait  encore  établir  cette  équation  en  cousidé- 
it  uji  point  quelconque  (x^y^-  z)  de  la  surface  w  =  (f(i^) 
observant  (jue  si  Ton  mène  à  ce  point  une  normale  à  la 
[•face  et  une  normale  à  la  génératrice,  ces  deux  droites 
T)nt  perpendiculaires  Tune  à  l'autre.  En  effet,  les  cosî- 
s  des  angles  que  forment  avec  les  axes  la  normale  et  la 
igeiite  sont  proportionnels,  d'une  part,  aux  quantités 
^, — I,  de  Tauti-eanx  valeurs  de  rir,  dy^  dz  tirées  des 

a8.. 
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égard  à  cette  équation,  on  trouvera 

^«^    1     ^«'     I    *oî  ',^  .    i  m  l 


>  -.^2  •» 


«-^  + 1  +  .^  -  •      (— )^+fro-r)^+(»o-4 


a»  "•"*••    I^" 
e^  par  suite,  ^ 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  conique  circonscrite  a 
Tellipsoïde.  Cette  même  équation  peut  être  présentée 
sous  une  forme  plus  simple.  Soient  Rq  le  rayon  vecteur 
mené  du  centre  de  Tellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique^  a,  6,  y  les  angles  qu'il  fait  avec  les  axes;  R  la 
partie  de  ce  rayon  vecteur  qui  représente  le  rayon  de  Td- 
lipsoïde;  l'extrémité  de  ce  rayon  aura  pour  coordonnéei 
R  cosa ,  R  cos S ,  R  cos  y ,  et  Ton  aura 

co8*«        cos'C         ces* y  I 

^o=RoCOS«,       J^o  =  RoCOsC,       2o  =  RoCOSy, 

et  l'équation  de  la  surface  conique  deviendra 

/çcos*       ^cos^         Çcosy LY  — /-î L^ /^^j-^*-i_  ?!  — 1\ 

\    a*     '^     b^       "*"       r>  Ro/  ""VR*      rJ  V/i*^*        c'        / 
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Téquation  aux  dérivées  partielles  sera  donc 

Onrétablirait  directement  en  exprimant  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  conique  passe  toujours  par  le  sommet. 
En  effet,  si  l'on  nomme  |,  r^,  Ç  les  coordonnées  courantes 
du  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  le  point  (jr,  /,  z)j 
son  équation  sera 

et  si  ce  plan  -doit  renfeimer  constamment  Iv.  poinl 
i^^o^Jof  -o)?  on  devra  avoir 

2  —  «o  =  pi-^  —  ^o)  -+-  <y(r  — jo). 

Dans  le  cas  particidier  où  le  sommet  de  la  surface 
conique  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées ,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  cette  surface  se  réduit 
à  z  .=  px  +  (fj^.  Celte  dernière  écjuation  est  celle  que 
fournit  le  tliéoré^ne  des  fonctions  homogènes  dans  le  cas 
où  Ton  suppose  que  la  fonction  dcsvaiîables  x^  r,  dcsi- 
gnée  par  z ,  est  homogène  et  du  premier  degré. 

3"*  Exemple.  On  demande  l'équation  aux  déiivées 
partielles  d'une  surface  couoïde.  Si  cette  surface  a  pour 
axe  l'axe  des  z ,    la  génératrice  sera  l'cpi'éstîntée  par  les 

équations  -  =  c,     z  =  ç(r),  d'où  Ton  tire 

dx        dr 

—    =  — ,•  dz  =  o, 

X  y 

et  Ton  conclura  de  ces  dernières  que  l'équation  aux  (k*ri- 
vées  partielles  de  la  surface  conoïde  est/^x  +  ^jy  =o. 
Cette  équation  est  précisément  celle  qui  exprime  qiu» 
l'ordonnée  s  est  une  fonction  homogène  et  du  di^gré  o  des 
variables  j:,j^.  On  peut  l'établir  encore  ehsTCcmarquant 
que  si  parle  point  (x^y^  z)  on  mène  un  plan  tangent  à  la 
surface  couoïde,  ce  plan  reoiermera  la  génératrice  tout 
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Ainsi ,  par  exemple,  si  Ton  prend  pour  directrice  FeU 
lipse  x  =  a,  —  +  —  =i,la  surface  conoïde  sera  repré- 

sentée  par  Téquation  -757  +  ^  =  i ,  à  laquelle  011  Tpar- 
viendrait  aussi  en  prenant  pour  directrice  le  cercle 


I. 


Supposons  maintenant  que  la  siuiace  conoïde  doive  être 
circonscrite  à  une  autre  surface  u  -=  o.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  devront 
vérifier  les  équations 

^da   .    ^du    .   ^du 
qui ,  parce  que  Ton  «i 

se  réduisent  à 

^   ,      du 

«=•''  *^  +  -^^=''- 

Cela  posé,  pour  obtenir  Féquation  de  la  surface  conoïde 
il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  x,jr,  z,  entre  les  quatre 
équations 

i       n        V  du    ^       du 

-  =  -,     Ç  =  »,      a  =  o,     ar -— -f- ^  —  =s^>. 
X      X  dx  dy 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conoïde  doive 
être  circonscrite  à  Tellipsoïde 


(x-xo)*  ,(r~ro)*     («-^)* 


a 


^        ^»         ^        c» 


t 


1  équation    x  ^  +  J  5~  ^^  ^    deviendra 

— —I— ■•        —  o 
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lions,  ou  trouvera  pour  l'équatiou  aux  dérivées  parlieUes 
de  la  surface  conoïdc 

(j^--ro)cos» — {%—Zo)cosÇ-\-p[{j^ — arojccso— (/— j-o)coa« 

cos«  -h  p  cosy 

(g — gp)  cosfli — (x — jeb)cosy  -j-  g  [{x —  JqJcosC— (  j  — jo)cos  •] 

cos«-f-yo06y 

On  peut  ^ésentcr  cette  équation  sous  une  fonne  plus 
simple^  pour  csela  éliminons  dz^  i^  entre  les  équations 

co&mdx  -H  cosmdjr  -\-  cosydz  =  o, 
cosldx  -h  cosmdjr  -h  co$ndz  =.  o; 

a**  entre  les  équations 

dz  =  pdx  -f-  gdj'     et     cos/dLr  H-  cosmdy  ■+-  cf^ndz  =r  o; 

nous  trouverons  de  cette  manière 

cos«cos/i  —  cosycos/  cosCcos/i  —  cosycos/// 

ces/ -h/jcos/i  cosiw  -f- ycos/i 

De  plus ,  en  ayant  égard  aux  équations  ^ 

GOStfCOS/  +  COSC  COS//I  +  cosy  C08JI  =  o , 
{x  —  JPe)cOS/  -H(/  —  Jo)cOS/ll  -4-  (z. —  Zo)cOS/i=r  o, 

et  égalant  chacune  de  ces  fractions  k  la  fraction  que 
Ton  obtient  quand  après  avoir  multiplié  haut  et  bas  les 
deux  termes  de  la  première  par  cosa ,  et  les  deux  termes 
de  la  seconde  par  cosS,  ouïes  deux  termes  de  la  pit^mière 
par  X  —  JE^o  5  ^^  '^s  deux  termes  de  la  seconde  par  jr  — ^ç, 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme  des 
dénominateurs,  on  trouvera 

cosn  —  cosycos/         co$Ccos«  —  cosycos/it  cos'a  ■+-  cos'C  -f-'cos' 

cos/ -f-/^cos«  ces  m -H  7  ces /i  /?cos« -H  ^cosC — coî 

_   (-g  —  jtq ) cos<6  4-  ( ,>  ~Jo ) costo  -j-  (s  —  Zq) cosy 


s 
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(1esc|uel]cs  OU  lire 

COS/  COS/7I 


(  r — jo)cosy — {z  —  Zo)cwb        {z  —  Sojcos»  —  (j: — Xo)cosy 

COS/I 

*~  {x—Xo)cosC (j  —  ^o)«»«' 

Les  deux  équations  de  la  génératrice  qui  passe  par  le  point 
(x ,  y,  z)  de  la  directrice  seront  dès-lors 

(f  —  xjcoSa  +  (9 — J^)C06^  +  ({  —  z)coSy  =   O, 
[(^— 7„)cosy  —  (5  — a«)cosC]  (f -«j;) 

+  [(z— 2o)cos«  —  (*— J?o)cosy](if— r)    y  =  «'i 
4-  [(x  — j:o)cosC  —  (r— ro)cos«](Ç— a) 

(a  pour  obtenir  Féquation  de  la  surface  conoïde ,  il  suffit 
d'éliminer  x^  j^  z  entre  ces  deux  dernières  équations  et 
les  équations  de  la  directrice.  On  peut,  dans  la  seconde 
des  équations  de  la  génératrice,  substituer  les  coordonnées 
$ ,  >j ,  Ç  aux  coordonnées  a: ,  ^,  ^ ,  ce  qui  donne 

[{^  —  ro)co»y  —  (Ç  —  «to)cosC](|  ^  x)         i 

+  [(Ç  —  ^)  <^os«  —  (^  —  Xo)cosy]  (i  —  x)    V  =  0. 

+  [(ê  — .ro)coso  —  (u  ~ro)cosa](Ç-- z)     J 

Or  de  cette  dernière  formule  réunie  à  Téquation 

(f — jcjcosa  +  (»i — j)co8»  +   (Ç  —  z)gos7  =  o, 

on  tire 
è—j: 

(f  — .ro)— [(f— «o}cos«-t-(«y— ro)cosb  +  (Ç-— Zo)cosy]cos< 

*j  —  y 

(v— /o)— [(?  — -ï^o)  COS«  +  (9  — ro)  COsC+(Ç— CojCOSy]  COS* 

=    -  -  -  V  -^^ 

(Ç  — 2o)— [(f— J^o)cos«H-(»— .ro)cosf+(Ç  — 2;o}cosy]cosy 

Lorsque  la  directrice  est  piano  et  représentée  par  les  é(jua- 
lîons  X cosX  +  j cosfi  +  z cosv  =  K ,  F(x,  7^,  z)  =  0. 
chacune»  des  fractions  <[ui  précèdent  est  équivalente  au 


o 
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et  pour  que  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par  l'ori- 
gine, il  suffira  que  ses  équations  soient  vérifiées  quand  on 
y  fera  \  =  o,  y?  =  o,  ce  qui  donne 

X       y  P       q 

-  =  "i-,        ou       -  =  -. 

P      q  ^     y 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  révolution  coïncide 
ivec  une  droite  menée  par  le  point  (x^^y^^  Zq)^  de  ma- 
nière à  former  avec  les  axes  les  angles  a,  6,. y;  le  cercle 
générateur  aufa  pour  équations 

XC0S4  -f-  jr  cosff  -h  »C0Sy  =  c, 

(jC—  j?o)*  -4-  {jr  — Jo)'  -f-  (2  — «o)*  =  (P{c)y 

d'où  Ton  tire 

(j?—  Xo)àx^  {y  — /o)^r +  (^  — «o)<fc  =  0, 
cossiir  -f-  cosQdy  -h  cosyd^  =  o ,     '"*'* 
et  par  suite 

dx  •  dy 

[y — Jojcosy — (» — Zo)co9C""  [z — Zo)cos«  —  (a:  — Xo)cosy 

dz 
[x — Xo)cosC  —  [y — 7o)cosflt' 

combinées  avec  TéquatioiTi  dz  =  pdx  -|-  qdj^  ces  der- 
aières  équations  donneront 

p  [(  ^— ro)co6y — {z —  Zo)  ooeC]  -\-q  f  (a  -^  z©)  cos  «  —  {x — a:o)cosy] 

=  {x — Xo)cosC — {y — /o)co8«. 

Telle  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
le  révolution.*  On  pourrait  encore  établir  celte  équa- 
ion  en  exprimant  que  la  normale  menée  k  une  semblable 
iurface  par  un  point  quelconque  {pc^y^  z),  rencontre  tou- 
oiws  l'axe  de  révolution.  En  jpfTet,  si  l'on  nomme  $,  y?,  Ç 
es  c(x>rdonnées  courantes  de  cet  axe ,  on  aura 

i  —  Xq  _  fi—yo  _  C  —  ^ 

cos«  cosff  ces  y 
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Cette  dernière  équation  exprime  qu'en  chaque  point  de 
la  courbe  de  contact  la  génératrice  de  la  surface  conoïde 
et  la  normale  de  la  surface  u  =  o  se  coupent  à  angles 
droits. 

215.  Proposons-nous  enfin  de  faire  passer  une  surface 
de  révolution  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface 
a  pour  axe  Taxe  des  z ,  les  coordonnées  | ,  yj ,  ^  du  cerde 
générateur,  passant  par  le  point  {x  y  y^  z)  de  la  directrice, 
vérifieront  les  deux  formules  ^  *  +  yj'  =  ar*  "Hj^*?  ?^  =  ^  5 
donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  direc- 
trice on  élimine  x,  j^,  z^  Téquation  résultante  qui  ren- 
fermera seulement  { ?  >7 ,  (^  sera  précisément  celle  de  la 
surface  cherchée. 

Supposons  maintenant  quèla  surface  de  révdution  doive 
être  circonscrite  à  une  autre  surface  représentée  par  l'é- 
quation u  =  Oy  Alors  on  pourra  prendre  peur  directrice 
la  courbe  de  contaèlMes  deux  surfaces,  qui  s^a  repfé>- 
sentée  elle-inêmè  par  les  deux  équations 

du  du 

u  =  o  •  X  —  —  Y  —  z=  o . 

'         dr     -^  dx 

Concevons,  pour  fixer  les  idées  que  la  surface  u  =ose 
réduise  à  l'ellipsoïde  de  révolution 

1  équation  x  — y-—  =  o  se  réduira  a  —  =  -:-  :  on 

^  dx        ^  dy  Xo        yo 

aura 

—  =  ^  =  ±  ^^'+>y'  -,  .4,   l/^^  +  »r' 

•^o     ~"     ro  .       ~  \/xi+xi 
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hlej^  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indiquée  dans 
la  dix-neuvième  leçon.  On  en  conclura,  i®  que  si  les  équa- 
tions de  la  génératrice  renfermentime  seule  fonction  arbi- 
traire f(c),  Télimination  conduira  à  une  seule  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  n^  que  si  les 
équations  de  la  génératrice  renferment  deux  fohctîons  ar- 
bitraires (f(c)j  x(^)'  l'^lioiîiiâtion  produira  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  ^  3^  que 
si  les  équations  de  la  génératrice  renferment  trois  fonc- 
tions arbitraires  f  (c) ,  x(^)'  ^C^)'  l^élimination  conduira 
à  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  cinquième 
ordre  ;  4**  qiic  dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  )^(c) ,  <Ji(c) 
seront  les  dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction 
f  (c),  l'élimination  produira  une  seule  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  entre  les  variables  x,  j^  z, 
de  sorte  que  la  surface  décrite  par  la  génératrice^  sera  re- 
présentée par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre ,  qui  ne  renfermera  plus  la  fonction  <f  ni  ses 
dérivées.  Parmi  les  surfaces  de  cette  nature,  on  peut  re- 
marquer celles  qui  auront  pour  génératrice  la  normale 
principale  d'une  courbe  à  double  courbure  dont  les  équa- 
tions seraient  de  la  forme 

/(x)  désignant  une  fonction  donnée,  et  (f{x)  une  fonc- 
tion arbitraire. 

248.  I*'  forem/^/e  .'Considérons  la  surface  développaMe 
qui  aurait  pour  génératrice  les  diverses  tangentes  que  Ton 
peut  mener  à  une  cottrt>e  à  double  courbure.  Si  l'on  re- 
présente par 

la  courbe  dont  il  s'agit,  la  droite  qui  touchera  cette 
courbe  au  point  dont  les  cooitlonnées  seront 
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Equations  aux  dcrifëes  parlieltos  des  surfaces  cngendroes  par   le 

mouvement  des  lignes. 


216.  Considérons  d'abord  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  ligne  représentée  par  les  équations 
i^  =  c^  w  =  ç(c).  Si  Ton  nomme  p  cl  g  le&  valeurs  des 

dz         fiz 

dérivées  partielles—  et—  que  fournit   Téqualion  de  la 

surface ,  dans  le  cas  où  Ton  regarde  x^y  comme  variables 
indépendantes ,  et  z  comme  une  fonction  de  ces  deux  va- 
riables, on  aura 

dz  =  pdœ  +  fjtfyy 

et  cette  dernière  équation  sera  toujours  satisfaite  quand 
les  coordonnées  x^  y^  z  varieront  de  manière  que  le 
point  (Xjj^,  z)  décrive  une  courbe  comprise  dans  la  sur- 
face dont  il  s'agit.  Or  si  la  courbe  en  question  se  confoiid 
avec  la  génératrice  de  la  surface ,  elle  aura  pour  équation 
i/z=c,  TV  =  C)(c),  et  les  différentielles  de  ses  coordonnées 
vérifieront  les  formules 

dv    ^  dç    ,  dv   ,  dw  ^        dw  ,        dw  , 

-r-  dx  -\-  -r  dy  -^  -r  dz  z=z  Oy    -j- dx -\- --r- dy -h -y  dz  =  o: 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 

eu  faisant,  pour  abréger, 

dv  dw       dv  dw  dv  dw       dv  dw 

dy  dz        dzdy^  dzdx        dx  dz'' 

_        dv  dw       dv  dw 

•j» , 

dx  dy       dy  dx* 
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-T-  OU  de  -r-  seront  égaux  dans  lés  deux  membres ,  et  Ton 
rix  dy 

lura  par  suite 

puis  Ton  conclura,  en  éliminant  la  quantité  c, 

rt  =  s*. 

Ainsi,  quoique  les  équations  de  la  génératrice  d^une  sur- 
face déreloppable  renferment  deux  fonction»  arbitraires 
»t  leurs  dérivées  du  pi^emier ordre,  cette  surface  peut  être 
représentée  par  une  équatîbn  aux  dérivées  partielles  qui 
[16  renferme  plus  de  fonctions  arbitraires  ,  et  qui  soit  du 
»eoond  ordre  seulement. 

Ql^^  Exemple  :  De  la  surface  gauche  engendrée  par  une 
droite  qui  glisse  sur  deux  directrices  quelconques 

t'(*?/>«)  =  o>/(jP»r»«)  =  o  et  F,(x,7,2)=o,/,(x,^,z)  =o, 

en  restant  constamment  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Nous  prendrons  le  plan  directeur  pour  plan  ocj.  Dès- 
lors,  pour  construire  la  surface  il  suffira  de  couper  les 
deux  directrices  par  divers  plans  horizontaux  et  de  join- 
dre les  points  de  section  par  des  droites.  La  surface  sera 
gauche  en  général ,  c'est-à-dire  que  deux  positions  consé- 
cutives de  la  génératrice  ne  seront  pas  dans  le  même  plan. 
Les  équations  de  la  génératrice  seront  d'ailleurs  de  la 
forme  j^  =  aa:-f-6,  z  =  y.  Pour  que  cette  droite  s'ap- 
puie constamment  sur  les  deux  directrices  données ,  il  faut 
de  plus  exprimer  que  les  quatre  équations 

d'une  part ,  et  de  l'autre  les  quatre  équations 

y=ttx-^-C^      2  =  y,      F,(j?,  j,  z)=:o,     /,(x,  j,  z)  =0, 

sont  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  de  x,  j^,  z.  En  éli- 
minant X  ^  y^  z  entre  chacun  de  ces  deux  systèmes  de 
quatre  équations,  on  arrivera  à  deux  équations  de  condi- 


s^ 
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équations  de  la  génératrice,  et  par  conséquent  à  P,  Q,  R; 
donc,  puisque  le  cosinus  de  Tanglc  des  deux  droites  doit 
s^évanouir,  on  aura 

^p-hQq  —K=o     ou     P/>-hQy  =  R. 

1*'  Exemple  :  Concevons  que  Ton  demande  Téquatioii 
aux  dérivées  partielles  d'une  surface  cylindrique.  Si  Ton 
noiume  a ,  6 ,  y  les  angles  formés  par  la  génératrice  avec 
les  axes,  ses  équations  seront 


* Xo 

cosC 

4,  ■        Zo 

C08« 

~~   CO«y    ' 

et 

Ton 

en 

tirera 

tix 

_  «îr  _ 

eh 

cos«        cosC        cosy 

de  sorte  que  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces cylindrique^  sera 

cosy  =  pcosa  -\-  ^cosv. 

Pour  rétablir  directement  il  suffirait  d'exprimer  que  la 
normale  menée  par  un  point  quelconque  d'une  surface 
cylindrique  forme  un  angle  droit  avec  Tune  quelconque 
des  génératrices  de  la  surface. 

^me  Jixemple  :  On  demande  l'équation  aux  dérivées 
partielles  d'une  surface  conique.  En  appelant  x^,  j^,,  z^, 
les  coordonnées  du  sommet ,  les  expiations  de  la  généra- 
trice seront  encore 


ù  l'on  tire 

X  —  Xo 

"^■^ 

cos^ 

z^z„ 

d'o 

cos« 

cosy  ' 

dx 
ros* 

■7- 

cosC 

dz 
cosy' 

et. 

par 

suite. 

X 

dx 

—  x„  ' 

^^ 

y—ro 

dz 

m 

. 

Z   —  «„ 

> 
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atYcc  colles  des  deux  directrices,  on  obtiendra  les  deux 
relations 

et  il  s'agira  d'éliminer  a ,  6,  y,  entre  les  quatre  dernières 
équations. 

Or  si  d'abord  on  élimine  a,  y,  il  vient 

b        y y 

d'où  il  résulte,  en  éliminant  6  entre  celles-ci, 

Cela  posé ,  si  l'on  conserve  le  môme  signe  aux  radicaux 
dans  les  deux  membres ,  ce  sera  exprimer  que  la  droite 
mobile  glisse  sur  les  deux  courbes  en  passant  toujours  par 

deux  points  situés  d'un  même  côté  du  plan  zx ,  car  ces 
radicaux  sont  les  valeurs  de  l'ordonnée  y  dans  les  deux 
courbes  ;  alors  l'équation  de  la  surface  se  réduit  k 

(^h—Â)cY  =  [{b^  c)x+cA—  ^AJV/'c»  — s» 

et  représente  un  conoïdc  dont  toutes  les  génératrices  vont 

percer  le  plan  zx  en  des  points  situés  sur  une  même  ver- 
ticale placée  en  dehoi^  des  deux  courbes ,  et  que  l'on  ob- 
tiendrait par  conséquent  en  faisant  glisser  la  génératrice 
sur  cette  verticale  et  sur  l'ellipse. 

Lorsqu'on  adoptera  des  signes  différents  pour  les  radi- 
<:aax  dans  l'équation  de  la  surface ,  elle  conduira  à  un  co- 
noïde  analogue,  maisdont  l'axe  sera  entre  les  deux  courbes, 
parce  qu'alors  on  exprimera  que  la  génératrice  traverse 

le  plan  zx  entre  les  deux  points  où  elle  s'appuie  sur  la 
directrice. 

Si  avant  d'éliminer  è  on  n'avait  pas  résolu  les  deux 
équations  qui  contenaient  cette  indéterminée,  on  serait 
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entière,  et,  par  conséquent,  le  point  d'intersection  de  la 
génératrice  avec  l'axe ,  c'est-à-dire  le  point  qui  sur  cet 
axe  répond  à  l'ordonnée  z.  En  effet,  si  dans  l'équation  du 

plan  tangent  z  —  ^  =  p(x  —  l)  +  ç(y  —  ri)  j  on  pose 

f=ro,     j|  =  o,     Ç=z,     on  trouve     px  4-  ^J^  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  le  point  (Xq,  y^,,  z^), 
de  manière  à  former  avec  les  axei^les  angles  a ,  6 ,  y  ;  la 
génératrice  pourra  être  représentée  par  let  équations 

{x — ar„)cos/  -f-  [x — jo)cos/ii  -f-  (z  —  So)cos/i  =  c, 
^cos«  -f-  jrcosf  -h  zco%y  =  ^(c), 

qui  donneront  par  la  diiférentiation 

cosmda:  -\-  cosCdjr  -f-  cosydz  =   o, 
cosidx  -h  co&mdjr  H-  coêndz  ■=:  o , 

les  cosinus  des  angles  /,  m,  n  étant  d'ailleurs  déterminés 
^^jpar  les  équations 

COS/  COS/71 


{y — Jo)co8y  —  {z — z„)cosC       [z — Zo)cos« —  (x  —  Xo)cosy 

cos« 

—  -t 

[x — a:o)cosÇ — {y — ro)cos» 

on  en  conclut 

t 

■  ^ 

[(jr —y o)cosy— {z  —  z„)c(^Q]dx    \ 
-+-  [(z — Zo)cos«  —  ix — Xo)cosy'\dy   \   =  o; 
H-  [(x  —  Xo)cos^  — (j  — /o)cos«]rfz  ) 

et  en  substituant  pour  dz  sa  valeur  dz  =  pdx  +  €{dy^ 
(cos«  -f-  p  cost?)  dx  -h  (ces»  -i-  q  cosy)  <//  =  o , 

{  (r  — /"o)  co»  y  ^  («— «o)  C08  6  -»-/?[(x — jTo)  co»  C  —  (r— ^o)  cos  et  ] }  <fr 

H-  [  («  —  «o)  COë  a  —  (x  — Xo)  c3l  >-h^[(x— Xo)c08  6— (>-— 7'o)cos  «]  }<(r=  «»  i 

si  maintmant  l'on  élimine  ^/.r  (H  r/^  entre  ces  deux  cqua- 
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* 

Equations  finies  des   li|pies  et  des  suriaces  enveloppes. 


2S0.  Considérons  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xy 
et  dont  Téquation 

renferme  avec  les  coordonnées  x^y  \xa  paramètre  varia- 
ble a^  en  sorte  qu'on  ait 

Si  Ton  donne  successivement  â  a  une  infinité  de  valeurs 
différentes,  Téquation 

f{x^  r>  û)  =  o 

représentera  Tune  après  Tautre  une  infinité  de  courbes 
enveloppées  par  une  courbe  unique  dont  il  s'agit  de  trou- 
ver Téquation.  Pour  y  parvenir,  j'observe  d'abord  que 
si  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

produit  la  suivante 

cette  dernière  formule  i*ésultera  aussi  de  l'élimination  de 
T.  I.  29 
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>eù  eniiu 

=(/?cos«-f-^cosf-cosy)[(a:-aro)cos«-4-(j-j'o)cas^-4-(z-2o)Cosy]. 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  Féquation  aux 
dérivées  partielles  de  la  surface  conoïde.  Pour  établir 
directement  cette  équation ,  il  suffira  de  projeter  la 
distance  du  point  (XqïJ'oj  ^o)  ^^  point  (pCjjr,  z)^  1**  sur 
Taxe  de  la  surface  conoïde  \  7?  sur  la  normale  men^  à  la 
surface  par  le  point  (x^y^  z)^  et  d'observer  que  la  seconde 
projection  devant  être  égale  en  longueur  à  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  (Xq,  j^^?  -^o)  sur  le  plan  tangent, 
a  nécessairement  pour  mesure  le  produit  de  la  première 
projection  par  le  cosinus  de  Tangle  aigu  compris  entre  la 
normale  et  Taxe. 

4"*  Exemple.  On  demande  Téquation  aux  dérivées 
partieUes  d'ime  surface  de  révolution.  Si  cette  surface  a 
pour  axe  l'axe  des  z ,  le  cercle  générateur  sera  représenté 
par  les  équations  a:*+jr*=c,  z=^(c),  d'où  Ton 
tirera 

xdx  -h  ydy  :=r   o,  dz  =  o. 

Ces  écpialions,  combinées  avec  l'équalion  riz  ^zpdjc-^-qdj^ 

donneront  -  =  -.  On  arriverait  à  la  même  conclusion 

X        y 

en  observant  cfiie ,  dans  l'hypothèse  admise ,  la  noraiale 
menée  à  la  surface  par  un  point  quelconque  (a:,  y^  z),  doit 
toujours  rencontrer  l'axe  des  z,  et  qu'en  conséquence,  la 
projection  de  la  normale  sur  le  plan  ocj  doit  passer  par 

l'origine.  En  eflet ,  si  l'on  nomme  f ,  7; ,  ^  les  coordonnées 
courantes  de  la  normale,  cette  droite  sera  représentée 
par  la  formule 

PU 
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et  réliminatîon  de  a  produira  Téquation  de  la  courbe  en 
veloppante. 

Au  reste ,  on  peut  s'assurer  directement  que  les  deux 
courbes  représentées  par  Véquation  u  =  a^  i^  quand  on 
suppose  a  constant ,  o?  quand  on  prend  pour  a  une  fonc- 
tion de  a:  et  j"  déterminée  parla  formule 

du 

5^  =  "' 

se  touchent  dans  tous  les  points  qui  leur  sont  conmiuns. 
En  effet ,  pour  «tous  ces  points  les  valeurs  de  ^  tirées  des 

équations  des  deux  courbes  sont  évidemment  les  mêmes  et 

j         r  .         ,         ,       du       du  dy 

sont  données  par  une  même  équation  -7-  -+-  t-  -r-  =  o. 

*  ^  dx       dy  dx 

Applications.  Si  à  la  courbe  qui  a  pour  équation 

y  ^ç (x), 

on  mène  par  le  point  dont  Tabscisse  est  x,  une  tangqpte 
et  une  normale ,  les  équations  de  ces  deux  droites  seront 
respectivement 

,  _  ^  (j,)  _  (f  _  x)  ^'  (x)  =  o , 
f  —  2:  -h  [jf  —  (p(x)]  <p'  (x)  =  o. 

Par  suite  la  tangente  ella  normale  qui  répondent  au  point 
dont  Tabscissc  est  a  seront  rcpréseiilécs  par  les  doux 
équations 

y  —  (p  («)— (f  —  «)  <p\fi)  =  Oy 

Si  entre  la  première  do  ces  é<]uatioiis  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a^  savoir. 
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D^ailleurspourquc  la  normale  rencontre  Taxe,  il  faut  qu'un 
même  système  de  valeurs  de  ^,  y},  ^  satisfasse  à  ces  équations 

et  aux  équations  de  la  normale =  •- =  f  —  -  : 

or,  si  Ton  substitue  dans  les  éqii^ons  de  Taxe  les  valeurs 
de  ^  et  de  y? ,  tirées  des  équations  de  la  ^lormale,  on  trou- 
vera 

cos«  cosC  COSy 

_  (x — Xo)(cosC-i-ycosy)  —  (j— J^o)(cosct-f-/?cosy)H~(z  —  go)(/>cosC— ^ai 

G 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

{x  —  aro)(cosC  -f-  q  CWy)—  (j  ~7o)  (cos*  -H/?  cosy) 

-h  (z  —  Zo)  (pcosS  —  qcosûi)  =  0. 

217.  Si  Ton  faisait  mouvoir  dans  Fespace,  non  plus  la 
ligne  que  déterminent  les  équations  i-*  =  c,  w  =  ^c), 
mais  celles  que  déterminent  les  formules 

la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligue 
pourrait  encore  être  représentée  par  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  renfermeraient 
pas  les  fonctions  arbitraires  ^,  ;^,  ^,  etc.  Seulement  ces 
équations  aux  dérivées  partielles  seraient  eu  général  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  Ajoutons  que  pour  les  obtenir 
il  suffit,  dans  les  deux  équations  de  la  génératrice,  de  con- 
sidérer z  et  c  comme  des  fonctions  des  valables  indépen- 
dantes x^  y  ^  puis  d'éliminer  les  quantités 

de        de        d^c         d^c         d*c 


'    dx'     dy'     dx\'     dxdr'    dy^'  "' 

t'utreces  éc[uati(ms  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  dilîié- 
rentialions  r<»lalives,  soit  à  la  \ariable  .r,  soit  à  la  varia- 
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D'ailleurs  a  -f-  6  =  K  donue  da  -^^  dû  =  o.  Donc 


OU 


doue 


3 


-.  =  ^.  ,     V^=rr       et       I   -1    -f-  (    r-r  1    =   I. 


x^'^x       r-'^j  /-^A* 


û3""K'   63  ""K    ^'    VK.;    '  v.kj  ^ 

221.  Coiisidéix)iis  la  surface  représcnlée  par  l'équatioiL 

y  (x,  J,   Z  ,    fl)  =  o , 

<[ui  renlemic  avec  les  coordonnées  x  ^y^  z^  la  constante 
arbitraire  a.  Si  Ton  fait  varier  cette  constante,  la  surface 
dont  il  s'agit  changera  de  position,  souvent  même  de 
forn^e,  et  traversera  un  espace  terminé  par  une  seconde 
surface  qui  touchera  sans  cesse  la  surface  mobile.  Cette 
seconde  surface  est  ce  qu'on  nomme  la  surface  enveloppe, 
tandis  que  les  diverses  surfaces  .représentées  par  Téqua- 
lion  f{pc^  j^,  z,  a)  =  o  et  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  a,  sont  ce  qu'on  appelle  les  en- 
i>eloppées» 

Si  dans  l'équation  f{x^y^  z  ^  a)  =  o  on  attribue  suc- 
cessivement à  la  constante  arbitraire  trois  valeui^s  diifé- 
rentes,  mais  très  rapprochées ,  par  cxemjde 

a  désignant  une  quantité  infiniment  j>etite ,  on  obtien- 
dra trois  enveloppées  très  voisines,  et  celle  du  milieu 
coupera  les  deux  autres  suivant  deux  courbes  comprises 
dans  une  même  surface,  dont  l'équation  sera  produite 
par  l'élimination  de  la  constante  a  entre  les  deux  formules 

/{•ï^,  />  *>  '»)  =  «>    /(*>  Xj  «,  «  -h  «)  =  o. 


En  efl'et,  soit 

X(^y,yy  z,  -*)=o 


1  i 
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pourra  être  représentée  par  Téquation 

Pour  obtenir  l'équation  finie  de  la  surface  développable 
engendrée  par  cette  tangente,  il  faudra  éliminer  c  entre 
ces  deux  équations,  mais  cette  élimination  ne  pourra  être 
effectuée  qu  après  la  détermination  des  fonctions  arbi- 
traires 9  (c) ,  ;((c) ,  desquelles  dépend  la  considération  de 
la  surface. 

Soient  maintenant^,  ^,  r,  j,  t  les  valeurs  des  dérivées 
•  Il      dz     dz    d*z      d*z     d^z  g.         .     .    «w 

P*"'^"^'  ;&'  ^'  ^'  d^y^  ^'  <Fe fournirait  l  équa- 

tion  de  la  surface  développable  diiférentiée  deux  fois  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  x,  y\  la  formule 
dz  =  pdx  +  qdy  devra  être  vérifiée  par  les  valeurs  de 
dx^  dy^  dz^  tirées  des  équations  de  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  ;  or  comme  ou  tire  de  ces  équations 

dx    dy     , 

OU,  puisque  (p' (c),  x(c)  sont  proportionnels  à 

dx  dy  dz 


on  trouvera  définitivement 

Cette  dernière  équation  appartiendra  donc  aussi  à  la  sur- 
face développable  ,  si  Ton  y  regarde  c  comme  une  cjuaii- 
lité  variable  déterminée  par  Téquatiou 

Or  dans  ce  cas  si  Ton  difl'érenlie  Téqualion 

z  —  c:=p[x-'(p  {c)]  -H  q  [y  —  X  (0  ] , 

I'*  par  rapport  à  .r,  ti"  par  rapport  à  r^  les  coollicienls  dr 
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liée  par  les  valeurs  des  coefficients  différentiels 

dz  dz 

D'ailleurs  on  tire  de  Téquation  m  =  o,  en  supposant  a 
constant^ 

du  du 

{iu  du 

dr  "^  ^^ 


37. -+-^3r=«; 


puis,  en  supposant  a  variable  et  fonction  Aax^  ) , 


€lu  du       du  du 

dx       '^  dz        da  tlv 

du  du       du  du 


dy  dz        da  djr 

Les  valeurs  de  p  et  de  (j  seront  donc  données  pour  un 
point  situé  sur  la  surface  enveloppée  par  les  premières 
valeurs  defj  et  de  ff ,  et  pour  un  point  situé  sur  la  surface 
euveloppe,  par  les  secondes,  qui,  en  vertu  de  Téquation 

--  =  o,  se  réduisent  aux  deux  précédentes.  Donc,  pour 

tout  point  situé  k  la  fois  sur  les  deux  surfaces ,  les  quan- 
tités ff  et  ff  obtiendront  précisément  les  mêmes  valeurs; 
d'où  il  résulte  que  ces  surfaces  se  toucheront  dans  tous  les 
points  communs  à  Tune  et  à  Tautre. 

222.  Revenons  aux  deux  courbes  d'intersection  de  l'en- 
veloppée qui  correspond  à  l'équation  f(x ,  j^,  z^  a)  =  o 
avec  celles  que  représentent  les  équations 

/(«îï^jrf  2>«  — «)  =  »     et    f{xyjrfZya-hm)=o. 

J^iorsqu'on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouir  a,  ces 
deux  courbes  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  courbe 
de  contact  de   Tenveloppée  représentée  par  Téquation 
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tombé  sur  une  équation  du  huitième  degré  qull  aurait 
fallu  décomposer  en  deux  facteurs  pour  y  reconnaitre  les 
deux  surfaces  distinctes  que  nous  venons  de  signaler.  < 

219.  Cherchons  encore  Féquation  de  la  surface  gauche 
engendrée  par  une  droite  assujétie  à  glisser  sur  trois  di- 
rectrices quelconques.  Les  équations  de  la  génératrice  se- 
ront de  la  forme 

jr  =  «a  -+-  y ,     jr  =  Cz  -h  i'j 

et  il  faudra  y  joindre  les  conditions  propres  à  exprimer 
que  cette  droite  a  toujours  un  point  de  commun  avec  cha- 
cune des  directrices,  ce  qui  fournira  entre  a,  S,  d,  y  trois 
relations  de  la  forme 

•      S=<p{cc),     y=z(^)f     ^=>ÎW, 

puis  il  resterait  à  éliminer  a,  ë^y^  i  entre  les  cinq  équa- 
tions précédentes.  Or  si  d'abord  ou  substitue  pour  6,  y,  (?, 
leurs  valeurs ,  il  vient 

et  quant  à  cc^  on  ne  peut  réllminer  sans  déterminer  la 
forme  des  fonctions,  c'esl-à-dirc  sans  particulariser  les 
directrices ,  de  sorte  que  pour  conserver  au  résultat  toute 
sa  généralité,  il  faut  garder  le  système  des  deux  équations 
c|ui  précèdent  eu  considérant  a  comme  une  indéterminée 
qu'on  devra  éliminer  plus  tard ,  quand  la  forme  des  fonc- 
tions aura  été  fixée.  Si  Ton  voulait  obtenir  l'équation  aux 
dérivées  partielles  indépendantes  des  directrices,  il  fau- 
drait, en  diflereutiant  les  deux  équations 

X  =  c<Z  -h  ;^5  («),       J  =  Zip  (fit)  -f-  ^  (*)  , 

se  procurer  assez  d'équations  pour  pouvoir  éliminer  la 
quantité  a  et  les  fonctions  ç ,  ;(,  i|/,  ainsi  que  leurs  déri- 
vées. On  y  parviendrait  ici  en  descendant  seulonieni  jus-l^ 
qii  au  troisième  ordre.     > 
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Si  maintenant  on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouira, 
les  équations  qui  précèdent  deviendront 

du  d*u 

«=o,      ^-  =  o,    ^=o. 

Ces  dernières  déterminent  ce  qu'on  peut  appeler  le  point 
commun  à  la  caractéristique  représentée  par  les  équations 

14  =  o,  —  =  o ,  et  à  une  caractéristique  infiniment  voi- 
sine. U  existe  un  point  de  cette  espèce  sur  chaque  en- 
veloppée. La  suite  des  points  semblables  correspondants 
aux  diverses  enveloppées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
aux  diverses  valeurs  de  a,  constitue  sur  la  surface  en- 
veloppe, une  certaine  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  d'arête  de  rebroussement.  Pour  obtenir  les  deux 
équations  de  cette  courbe  en  x,  j^,  5,  il  suffit  évidem- 
ment d'éliminer  la  constante  arbitraire  a  entre  les  trois 

équations 

du  d^u 

Donc  les  équations  "  =  ^>  ;^  =  ^'  V^  représentent 

une  caractéristique  particulière,  lorsqu'on  y  suppose  la 
quantité  a  constante ,  représentent  au  contraire  l'arèle  de 
rebroussement,  si  Ton  attribue  à  cette  quantité  ime  va- 
leur variable  propre  à  vérifier  l'équation  -^  =  o. 

Comme  dans  les  deux  hypothèses  les  équations  m  =  o , 
— =  o  fournissent  les  mêmes  valeurs  de  da: ,  rf^,  dz ,  ou 

plutôt  les  mêmes  valeurs  des  rapports  —,  —,  nous  de- 
vons conclure  que  tout  point  commun  à  l'arête  de  re- 
broussement et  à  une  caractéristique ,  est  pour  ces  deux 
courbes  un  point  de  contact.  ^  , 
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a  entre  les  deux  équations 

et  qu'en  conséquence  la  courbe  représentée  par  la  for- 
mule xip^^  ^9  ^)  ==  ^  renfermera  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  représentée  par  Téquation  f{pc^  y^  a)  =:o 
avec  celles  que  représentent  les  formules 

/(X,  J,  fl  —  rt)  =  O,      f{Xy  J,  flU-  tf)  =  G. 

Les  points  d'intersection  dont  il  s'agit  étant  évidemment 
très  rapprochés  l'un  de  l'autre  lorsque  a  est  très  petit ,  si 
dans  l'équation^ (x,  y,  a)  =  o  on  fait  a  =  o ,  on  obtien- 
dra une  nouvelle  équation  de  la  forme 

^(•^»  r)  =  o» 

qui  représentera  une  courbe  tangente  à  toutes  celles  qui 
répondent  à  la  formule  f{x^  ^,  a)  =  o ,  et  qu'on  appelle 
la  ligne  d'enveloppe  de  toutes  ces  courbes.  U  reste  à  former 
l'équation  ^{x^y)  =  o.  Or  si  l'on  désigne  par  e  un  nombre 
qui  soit  très  petit  avec  a ,  on  pourra  évidemment  donner 
aux  équations  fipc^y^  a)  =  o,  f{x^y^  a  4-a)  =  o,  la 
forme  suivante  : 

du   .     \ 


tt  =  o,     e  -+- 


±f  j  =0. 


On  peut  en  conclure  que ,  pour  obtenir  la  formule 

Xi^yfy  tf)  =0, 

il  suffira  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

du    , 

«  =  o,        -z-  ±1  =   o. 

da 

Si  dans  ces  dernières  on  fait  a  =  o,  et  par  suite  e  =  o 

elles  deviendront 

du 
«=o,      -=0, 
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constantes  a  cl  bj  ce  plan  deviendra  mobile;  et  la  loi  de 
son  mouvement  sera  déterminée  si  Ton  établit  une  rela- 
tion entre  les  deux  constantes ,  en  supposant  par  exemple 
b  =  (f(à).  Dans  cette  hypothèse ,  le  plan  mobile,  dont 
Téquation  prend  la  formey  =  «a:  +  ^  (a),  touchera  cons- 
tamment une  surface  cylindrique  qui  pourra  elle-même 
être  représentée  par  l'équation^  =  nx  -|-  9(^^)5  pourvu 
que  Ton  attribue  à  la  quantité  a,  non  plus  une  valeur 
constante ,  mais  une  valeur  variable  propre  à  vérifier  la 
dérivée  de  l'équation  j^  =  ax  -+-  (f(a)  prise  relativement 
à  cette  quantité,  savoir,  x  +  (f(n)  =  o. 

Pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  les  équations 
yz=ax  H-  (f  (à)  et  x  -f-  9' (a)  =  o  réunies,  détermineront 
une  caractéristique  qui  sera  évidemment  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  des  z.  Celte  droite,  comprise  tout  entière 
dans  la  surface  cylindrique,  se  confondra  évidemment 
avec  la  génératrice  de  cette  surface. 

Comme  les  diverses  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rcbroussement. 

224.  3""  application  :  Surface  développable. 

Considérons  maintenant  un  plan  quelconque  repré- 
senté par  l'équation  z  =  ax  '•\-  by  +  a.  Si  l'on  fait 
varier  les  constantes  «,  i,  c,  mais  en  établissant  des  rela- 
tions entre  ces  constantes ,  par  exemple ,  en  supposant 
b  =  ^(a)j  c  =  y^(a)  ,  le  plan  deviendra  mobile ,  et  la  loi 
de  son  mouvement  sera  complètement  déterminée  par  la 
nature  des  deux  fonctions  (f  et  y^.  La  surface  à  laquelle  le 
plan  restera  tangent  dans  toutes  ses  positions  sera  ce  qu'on 
nomme  une  surface  dév^eloppable.  D'après  son  mode  de 
formation ,  il  est  clair  que  le  plan  mobile ,  supposé  flexible, 
et  inextensible,  pourra  s'appliquer  et  se  plier  sur  elle, 
sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et  récipro- 
quement qu'on  pourra,  sans  briser  la  surface,  l'appliquer 
et  la  développer  sur  ce  plan .  La  caractéristique  de  la  sur- 
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on  élimine  la  constante  a,  on  obtiendra  la  formule 

,  — ^(f)=o, 

qui  représente ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  la  coufIm' 
proposée.  Au  contraire,  si  entre  Téquation 

f  —  a  -h  [  j  —  (p(fl)]  (p '  (û)  =  o 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a,  savoir, 

on  élimine  la  constante  a ,  on  obtiendra  Féquation  non 
plus  de  la  courbe  proposée ,  mais  de  sa  développée. 

i**^  Exemple  :  Si  par  le  point  dont  Tabscisse  est  a,  on 
mène  une  tangente  au  cercle  représenté  par  la  formule 

Féquation  de  cette  tangente  sera 

Si  Ton  élimine  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  a,  savoir, 

=  o. 


»/?•  —  « 

on  trouvera  Téquation  du  cercle. 

2°**  Exemple.  Trouver  l'enveloppe  des  ellipses  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 


—  -f-  V-  =   I  , 


quand  on  suppose  a  -f-  />  =  K. 

Solution.  Si  Ton  différcntie  l'équation  par  rapport  à  la 
quantité  a^  eu  regardant  b  comme  fonction  de  a,  on  aura 


X*  Y  * 

—^da  -hj-T-  db  =  O. 
a^  b^ 
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pah\e ,  et  pour  former  Téquation  de  cette  seconde  surface 
il  suffit  d^éliminer  a  entre  la  formule 

et  sa  dérivée  relative  k  la  quantité  a,  c'est-à-dire  entre 
les  formules 

D^autre  part  il  est  clair  qu'en  opérant  ainsi  on  obtien- 
dra une  seconde  équation  de  Tarète  de  rebroussement. 
Donc  cette  arête  est  précisément  la  ligne  d'intersection 
des  deux  surfaces  développables. 

A  la  formule  z  =  ax  +y<f(à)  -hxW  ^^  pourrait  subs- 
tituer Péquation  générale  du  plan  osculateur  d^une  courbe 
donnée,  ou  du  plan  normal  à  cette  courbe.  Soient 

les  deux  équations  de  la  courbe,  et  désignons  par  ^,  v?,  Ç 
les  coordonnées  variables  du  plan  osculateur  ou  normal. 
L'équation  du  plan  osculateur  sera 

)  (dxd*z^dady)  4-  (jj  —f)  (dzd^x  —  dxd*z)  -h  (Ç — «)  {dxd*x  —  djd^x)  =0, 

ou  plus  simplement 

({-x)(^'(x);t;''W-^"WA;'W]-('»-r)A;"W-H(Ç-*)^-'(x)=G, 

tandis  que  l'équation  du  plan  normal  sera 

(i-^x)da;  -|-(»  "^  y)dx  -l-(Ç—  %)dz  =  o,   . 
ou ,  en  d'autres  termes , 

{  —  X  -^-  [«f  —  <p(x)]^»  H-  [{— AsWl^s'W  =  G. 

En  conséquence,  les  plans  osculateur  et  normal,  menés 
par  le  point  dont  l'abscisse  est  a ,  auront  pour  équations 
respectives 

f-«)[*'(«);t"(«)-^"(«)*'(«)]-[«-f  (*)]X"(«)+[Ç-X(«)]*"'(«)  =  Ô, 


46îl  CALCUL    DlFFÉRENTIÈLv 

et 

Cherchons  maintenant  la  surface  développable  qui  tov- 
che  constamment  le  plan  osculateur.  La  caractéristique  de 
cette  surface  sera  représentée  par  Téquation 

{(-a)[9'{a)x"{a)-p"(«)x'{'')]-b-f{'')]x'('')+[^-xi'']]P'(')=> 

et  par  la  dérivée  de  cette  équation  prise  relativement  à  U 
quantité  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux 
formules 

{((-a)9'(a)-[,-ç(a}]}x!'(a)-{(i-a)x'ia}-[^-x(o)]]t'{di= 

{(f-a)^' («)-[,-  («)]}a;"W-  [  (l-«)»'W-[C->;(«)]  }/W= 

Or  ces  deux  équations  équivalent  aux  deux  suivantes 

(f-«)p'(a) -[,-*(«)]  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  seule  formule 

Donc  la  caractéristique  de  la  surface  développable  se  con- 
fond avec  la  tangente  à  la  courbe  donnée.  Il  est  aisé  d'en 
conclure  que  Taré  te  de  rebroussemcnl  de  cette  surface  se 
confond  avec  la  courbe  elle-même.  C'est  aussi  ce  que  dé- 
montre le  calcul.  En  effet,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  Tarète  de  rebroussement  doivent  safisfaire 
non-seulement  aux  équations 

(f-  «)^'{a)-[,  _  ç(a)]  =  o,  (f  -  fl)^'(«)-[4  -  ;c(«)]  =  o; 

mais  encore  aux  dérivées  de  ces  équations  prises  relative- 
ment à  la  quantité  a.  Or  ces  dérivées  se  réduisent  l'une 
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^X  l'autre  à 

{  —  a  =  o. 

Si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équations 

(f  -  a)9'(a)  -   [,  -  p(a)]  =  o, 
{(  -a}x'{a)-  [Ç   -  x{a)]  =  o, 

on  élimine  a ,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

c'est-à-dire  précisément  les  équations  de  la  courbe  don* 
née.  Quant  à  l'équation  même  de  la  surface  développable 
cpii  toucbe  constamment  le  plan  osculateur,  il  est  clair 
qu'elle  résultera  de  l'élimination  de  la  constante  a  entre 
les  formules 

(f  —  a)(p'(ii)  —  [x  —  (P{a)]  =  o, 
(f  -«);,»-[$  _;,(«)]  =  o, 

Passons  à  la  recherche  de  la  surface  développable  qui 
touche  constamment  le  plan  normal.  La  caractéristique 
de  cette  surface  est  représentée  par  l'équation 

f  —  a  4-  [x—<p{a)]ip'{a)  -h  [?  —  x{^)]x'ia)  =  o, 

jointe  à  sa  dérivée 

Or,  on  satisfait  à  ces  mêmes  formules  en  prenant  pour 
I,  yj ,  f  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  de 
la  courbe  proposée.  Donc  ce  centre  se  trouve  situé  sur  la 
droite  avec  laquelle  se  confond  la  caractéristique  de  la  sur^ 
face  développable.  J'ajoute  que  cette  caractéristique  et  le 
rayon  du  cercle  osculateur  se  coupent  à  angles  droits.  En 
effet,  si  par  le  point  qui  sur  la  courbe  a  pour  abscisse  la 
quantité  /z,  on  mène  une  parallèle  à  la  caractéristique  de 
la  surface  développable ,  cette  parallèle  sera  représentée 
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fix^y-,  z,  a)  =  o  avec  la  surface  envelojpe.  Cette  courbe 
de  contact  est  ce  qu^on  nomme  la  caractéristique.  Pour 
former  ses  équations,  il  suffira  de  poser  a  =  o  dans  les 
formules 

on  obtient  alors,  comme  on  Ta  prouvé,  les  équations 

du 

uzrz  O^      — -  =:  O. 
aa 

Donc  ces  dernières,  lorsqu'on  y  considère  a  comme  cons- 
tant, sont  les  équations  mêmes  ^e  la  caractéristique  Sa 
Ton  y  donne  successivement  à  la  constante  a  diverses 
valeurs,  on  obtiendra  diverses  caractéristiques  tracées, 
sur  diverses  enveloppées. 

Les  couril^s  d^intersection  dé  Tenveloppée 

/(x,7,  z,  a)=o 

avec  les  deux  enveloppées  que  représentent  les  équations 

/(*>r>  «>«  +  «)  =  o>   /(*, /,*,«  —  «)=  o, 

se  coupent ,  en  général ,  en  un  point.  Les  coordonnées  de 
ce  point  se  trouvent  déterminées  par  les  trois  équations 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit, 

du      it*/d*u_,    \ 

du       a*fd*u    .      A 

1 ( ±  «    I 

da        9.  \da*  J 


a-f-«-T-H i-:rT-:x:s    1  =  0, 


e,  e'  désignant,  ainsi  que  a,  des  quantités  infiniment  pe- 
tites. On  peut  encore,  à  ces  équations,  substituer  les 
suivantes: 

du       dLfd*u_,    \  d^u  _.    i±f' 

/i=rO,     -p--f--    -7— -±1    =0,       TT  — =  o. 

da       i\da^         /  da^  2 
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Par  conséquent  si  Ton  élimine  x^y^  z  entre  ces  dernières 
et  les  formules  j^=<p(x),  ^=;^(jc),  on  obtiendra  en  |,  tï,  Ç, 
Téquation  de  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  de  la  courbe  représentée  par  ces 
mêmes  formules. 

Or  Télimination  dont  il  s'agit  donne  évidemment 
le  même  résultat  que  celle  de  la  quantité  a  entre  les 
formules 

Donc  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le 
plan  normal  à  une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
mêmes  conclusions  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
tangent  à  cette  surface,  avec  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à  volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  point 
décrira  une  courbe  dans  l'espace ,  cbaque  droite  tracera 
évidemment  sur  la  suiface  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  développées,  et 
le  plan  tangent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelop- 
pées, ou,  en  d'autres  termes  ,  par  plusieurs  droites  nor- 
males à  la  courbe  décrite,  se  confondra  nécessairement 
avec  le  plan  normal  à  cette  courbe. 

225.  4"**  Application  :  Surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  une  sphère  dont  le  rayon  demeure  cons- 
tant et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  de  la  sphère  se 
meuve  sur  l'axe  des  x  ;  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de 
ce  centre ,  l'équation  de  la  sphère  mobile  sera  de  la  forme 

et  si  à  cette  équation  on  joint  sa  dérivée  prise  relative- 
T.   I.  3o 
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223.    1*^'  Application  :  Surface  cylindrique  droite  « 
base  circulaire. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  la  formule 

X»  H-   7»  =  PS 

et  tracé  dans  le  plan  ocy.  Si  par  le  point  dont  Tabscisse 
est  a ,  on  mène  une  tangente  à  ce  cercle,  et  par  cette  tan- 
gente un  plan  perpendiculaire  au  plan  3cy^  ce  plan  aura 
pour  équation  Téquation  même  de  la  tangente,  savoir, 

Si  Ton  fait  varier  la  valeur  de  a ,  le  plan  se  mouvra  de 
manière  à  toucher  constamment  la  surface  cylindrique 
droite  qui  a  pour  base  le  cercle  donné.  Donc ,  en  vertu 
des  principes  ci-dessus  établis ,  l'équation  de  cette  surface 
cylindrique  devra  résulter  de  Télimination  de  la  cons- 
tante a  entre  la  formiJe  ax-^yV^ p^ — a^=zp*^  et  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à  la  quantité  a.  Cette  dérivée 

étant  X =  n     l'élimination  donne  pour  ré- 

sultat  X*  +JK'  =  p^t  conmie  on  devait  s'y  attendre. 
Dans  le  cas  présent ,  la  caractéristique  représentée  par 

les  équations  ax  +y  \/^p'  —  a'  =  p*,  x =0, 

sera  la  droite  verticale  qui  résulte  de  Tinlersection  de 
deux  plans  inCnimcnt  voisins  menés  par  deux  tangentes 

perpendiculairement  au  plan  xy . 

Comme  les  droites  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

^me  application  :  Surface  cylindrique  à  base  quel- 
conque. 

Considérons  un  j)lan  parallèle  à  Taxe  des  z  et  repré- 
senté par  Téqualion  j  =  ax  -f-  ^«  Si  Ton  fait  \arier  k> 
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on  aura  en  tout  trois  équations  qui  détermineix>fit  les  co- 
ordonnées d'un  point  situé  sur  Tarète  de  rebroussemcnt 
de  la  surface  canal.  L'équation  de  cette  surface  résultera 
de  Félimination  de  a  entre  les  formules 

Quant  aux  équations  de  Tarète  de  rebroussemcnt,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  à  Téquation  de  la  surface 
canal  celle  que  Ton  obtient  en  éliminant  a,  entre  les 
deux  équations 

Cette  élimination  conduira  à  l'équation  d'une  surface 
cylindrique  verticale ,  dont  l'intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  l'arête  dont  il  s'agit. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une  courbe  à  double  courbure  représentée 
par  les  deux  équations 

la  spbère  mobile ,  représentée  par  la  formule 

(x  — a)*  -4-  [jr^<p(a)y  4-  [z  —  x{^)]'  =  f^ 

parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe  sera  encore  une 
surface  canal.  De  plus ,  conune  la  dérivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à  la  quantité  a,  savoir, 

est  l'équation  même  du  plan  normal  à  la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile ,  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résulte  de  l'intersection  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  Si  entre  les  formules 

X  —  n  -h  [r  —  (P(«)]^'(a)  -+-  V—xW\x\à)  =  o, 

3o. . 
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face ,  qu'on  peut  aussi  nommer  sa  génératrice ,  ne  sera 
autre  chose  que  la  droite  d^intersection  de  deiâc  plans  in- 
finiment voisins.  Les  équations  de  cette  droite  seront  Té* 
quation  même  Ju  plan  mobile ,  savoir , 

et  sa  dérivée ,  prise  relativement  à  la  constante  a ,  savoir , 

0=x-h/^»  +;»;'(«). 

L'élimination  de  la  constante  a  entre  ces  deux  équa- 
tions donnera  pour  résultat  Véquation  même  de  la  sur- 
face développable. 

Si  Ton  difTérentie  de  nouveau  Téquatioii 

par  rapport  à  la  quantité  a ,  on  trouvera 
Les  trois  équations 

déterminent,  pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  un 
point  situé  sur  Tarète  de  rebroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable. Si  entre  les  mêmes  formules  on  élimine  «, 
on  obtiendra  précisément  les  deux  équations  de  celte  arête 
de  rebroussemeut.  Ajoutons  que  si  Ton  effectue  d'abord 
l'élimination  entre  les  formules  z  =  ax-{'j(f(aj  -+-  xW> 
o=zx  +y  fX^^)  -\-  X  (^0'  ^^  trouvera  pour  première  équa- 
tion celle  de  la  surface  développable,  qui  passe  eflecti- 
vement  par  l'arête  dont  il  s'agit. 

On  peut  remarquei'  encore  que,  pour  chaque  valem- 
particulière  de  «,  Tcqualion  o  =  x  +  J"9>'(«)  -f-  X  (^) 

représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  x^jr  et  pas- 
sant par  une  caractéristique,  l'ous  les  plans  de  celli^  es- 
pèce louelicnl évidemment  une  ccriaiue  surface  dévelop- 
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p 

Kquutionb  aux  ilcrivéos  partielles  tl«îs  surfaces  enveloppées  cl  iJe» 

RurfacpR  enveloppes. 


226.  Coiisicléi*oiis  la  surface  represeiitéc  par  l'cqua- 
lipii  w  =  o ,  el  supposons  d'abord  que  la  fonclioii  u  reii- 
fenne,  avec  les  cooitloiinées  x,j^,  5,  les  deux  paraïuè^ 
1res  a  eti  =  y(«);  eu  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

Si  Ton  fait  varier  la  constante  a^  la  surface  dont  il  s'agit 
deviendra  mobile,  et  parcourra  un  espace  dont  Tenvc- 
loppe  sera  une  nouvelle  surface  représentée  parréquation 
qui  résulte  de  réliminatiou  de  u  entre  les  deux  sulvacntes 

du 
u=  o,     — -  =  o. 
an 

Cela  posé,  on  reconnaît  facilement  que  les  é(|uations 

du  du  du  du 

appartiennent  à  Tune  des  surfaces  enveloppées,  lorsqu'on 
attribue  à  la  quantité  a  ime  valeur  constante,  et  à  la  sur- 
face enveloppe ,  lorsqu'on  attribue  à  la  quantité  a  une 

valeui^  variable  propre   à    vérifier  la   formule  —  =  o. 


4jO  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Donc ,  si  entre  ces  trois  équations 

du  du  du  du 

on  élimine  a  et  ^(a),  on  obtiendra  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  en  Xjj-yZ^p^q,  qui  appartiendra  en 
même  temps  à  la  surface  enveloppe  et  à  chacune  des  sur- 
faces enveloppées. 

Exemple  :  Supposons  que  la  surface  représentée  par 
Féquation  u  =  o  soit  une  sphère  dont  le  rayon  p  de- 
meure constant  et  dont  le  centre  se  meuve  sur  une  courbe 

comprise  dans  le  plan  xy.  L'équation  u  =  o  sera  de  la 
forme 

(x  —  ay  -h  [r  —  ^W?  H-  «*  =  p^' 

Dans  la  même  hypothèse,  les  deux  dernières  équations 
du  du  du  du 

se  réduiront  à 

X  —  a  H-/?3  =  o ,     y  —  ^  (a)  -+-  9«  ^  o. 

Cela  posé ,  l'élimination  de  a  et  de  (p  (a)  entre  les  formules 

(x  _  ay  H-  [r  —  (p{a)Y  -h  «>  =  p», 
X  —  a-\-pz  =  o,     X  —  ^(ûf)  -h  ^2  =  o, 

produira  l'équation  aux  dérivées  partielles 

qui  appartiendra  non-seulement  à  la  sphère  mobile ,  mais 
encore  à  la  surface  canal  circonscrite  à  toutes  les  sphères. 
Supposons  maintenant  que  l'équation  u  =  o  renferme 
avec  les  coordonnées  x^  y^  z,  les  trois  paramètres 
a,  bz=(f(a)  et  c =;((«),  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 
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Si  1*011  fait  varier  la  constante  a ,  la  surface  représentét; 
par  l'équation  w  =  o  deviendra  mobile ,  et  pour  cette  sur- 
face mobile,  ainsi  que  pour  la  surface  enveloppe  de  l'es- 
pace qu'elle  traverse,  les  valeurs  de  x,  7,  5,  /^  q  satis- 
feront à  la  fois  aux  trois  équations 

du  du  du  du 

Supposons,  que  ces  mème3  équations  étant  résolues  par 
rapport  aux  paramètres  a ,  (p(a)  et  -^{a) ,  on  en  tii'e 

U ,  V,  W  étant  fonctions  des  seiJes  variables  x^j^z^  //,  q , 
et  par  suite 

On  pourra  donc  obtenir,  dans  le  cas  que  Ton  considère, 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre, dont  cbacune  appartiendra  également  à  la  surface 
mobile  et  à  l'enveloppe  de  l'esjxice  qu'elle  parcourt.  Pour 
former  ces  mêmes  équations,  il  suffira  d'établir  une  liai- 
son arbitraire  entre  deux  quelconques  des  trois  quantités 
variables  U,  V,  W.  Par  conséquent,  chacune  des  équa- 
tions dont  il  s'agit  renfermera  une  fonction  arbitraire. 
Telles  sont  eflecti  vement  les  fonctions  9  9  x^  ^  dans  les  for- 
mules précédentes  :  V  =  ^(U),  W  =  x(U),  W=  ^(  V). 
Au  reste ,  comme  la  fonction  arbitraire  ^  («)  peut  être 
censée  déduite  d'une  écpiation  de  la  forme 

la  caractéristique  car  indiquant  eHe-mème  une  fonction 
arbitraire,  il  est  clair  que  pour  la  surface  en\eloppe  et 
pour  chacune  des  enveloppées,  les  valeurs  de  a%j^,  2, />,  q 
satisferont  encore  à   Téqualion   aux  dérivées    partielles 

»(ÎJ,  V,W)  =  o. 
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par  les  deux  équations 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  formule 

ç/iaU'W  -  ^^a)x'ia)  ^  ^  ^î"  W  ~       P"  W    ' 

Donc  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur,  et  par  suite  au  rayon  du  cercle  osculateur,  autrement 
nommé  rayon  de  courbure,  ce  qui  entraine  la  proposi- 
tion énoncée. 

Si  entre  les  équations 
e  _  a  -f-  [,  -  «(a)]^(«)  +  [C  -  »ia)]x'(a)  =  o. 

on  élimine  la  quantité  a,  on  obtiendra  précisément  Té- 
.quation  de  la  surface  développable  qui  touche  constam- 
ment le  plan  normal.  Cette  équation  appartiendra  en 
même  temps  à  Tarète  de  rebroussement  de  la  surface ,  et 
pour  obtenir  une  seconde  équation  de  cette  arête  ,  il  suf- 
fira d'éliminer  de  nouveau  la  quantité  a  entre  Téquation 

•  -t-[^'(«)?  -•-[«'(«)?  =  [r  -  P{a)]9"{a)  +  [C-A;{«)k'W 
et  sa  dérivée  prise  relativement  à  cette  quantité,  savoir  : 

3  W  («)*"(«)  +;b  '  («)  X"  {")]  ={i-9  («)]  *»+[?  -  X{a)]  z'(a). 

Nous  avons  vu  que  si  x,  j^,  z  représentent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  développante,  et  |,  >î,Ç 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  développée, 
on  a 

(f  ~  x)  ^  -4-  (»—  r)<r -4- (Ç-—  z)dz  =  Oy 
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Par  conséquent  si  Ton  élimine  x^y^  z  entre  ces  dernières 
et  les  formules  j^=<p(x),  ;;=;^(jc),  on  obtiendra  en  |,  tï,  Ç, 
Téquation  de  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  de  la  courbe  représentée  par  ces 
mêmes  formules. 

Or  Télimination  dont  il  s'agit  donne  évidemment 
le  même  résultat  que  celle  de  la  quantité  a  entre  les 
formules 


t 


•* 


[r--^«)]^'W  -4-{Ç- a:W];ï;'W  =  o, 


Donc  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le 
plan  normal  à  une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
mêmes  conclusions  par  les  considérations  suivantes. 

iSî  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
tangent  à  cette  surface ,  avec  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à  volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  point 
décrira  une  coui'be  dans  l'espace,  chaque  droite  tracera 
évidemment  sur  la  surface  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  développées,  et 
le  plan  tangent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelop- 
pées, ou,  en  d'autres  termes  ,  par  plusieurs  droites  nor- 
males à  la  courbe  décrite,  se  confondra  nécessairement 
avec  le  plan  normal  à  cette  courbe. 

225.  4*"*  Application  :  Surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  une  sphère  dont  le  rayon  demeure  cons- 
tant et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  de  la  sphère  se 
meuve  sur  l'axe  des  or-,  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de 
ce  centre ,  l'équation  de  la  sphère  mobile  sera  de  la  forme 

et  si  à  cette  équation  on  joint  sa  dérivée  prise  relative- 
T.   I.  3o 
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ment  à  la  quantité  a ,  savoir, 

X  —  a  -=2  o. 


> 


on  obtiendra  les  deux  équations  de  la  caractéristique  de 
la  surface  enveloppe.  L'élimination  de  a  donne ,  pour 
l'équation  de  cette  même  surface, 

donc  la  surface  enveloppe  sera ,  comme  on  devait  s'y  al- 
lendre,  un  cylindre  droit  qui  aura  pour  axe  Taxe  des  j:, 
et  pour  base  un  cercle  décrit  d'un  rayon  p  égal  à  celui  de 
la  sphère. 

Les  différentes  caractéristiques  étant  des  cercles  paral- 
lèles, compris  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des 
j',  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rcbroussement. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 

se  meuve  sur  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  3^\ 
Si  l'on  désigne  par 

l'équation  de  cette  courbe ,  celle  de  la  sphère  mobile  sera 
de  la  forme 

si  à  cette  équation  Ton  joint  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 

savoir  : 

X  —  ûr  -4-  [7  —  (p{à)]  p\a)  =  o  , 

on  obtiendra  les  deux  équations  qui  représentent  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  qui  touche  constamment  Ja 
sphère  mobile  ,  et  que  l'on  nomme  surface  canaL  Enfin, 
si  aux  équations 

on  réunit  la  dérivée  de  la  dernière  par  rapport  à  a,  savoir, 

I  +[»'(«)]'-  [r-  *(«)]  »» = «, 
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on  aura  en  tout  trois  équations  qui  détermineront  les  co- 
ordonnées d'un  point  situé  sur  Tarète  de  rebroussement 
de  la  surface  canal.  L'équation  de  cette  vsurface  résultera 
de  Télimination  de  a  entre  les  formules 

Quant  aux  équations  de  Farète  de  rebroussement,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  à  l'équation  de  la  surface 
canal  celle  que  l'on  obtient  en  éliminant  a,  entre  les 
deux  équations 

Cette  élimination  conduira  à  l'équation  d'une  surface 
cylindrique  verticale ,  dont  l'intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  l'arête  dont  il  s'agit. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  le  centre  de  la  spbère 
se  meuve  sur  une  courbe  à  double  courbure  représentée 
par  les  deux  équations 

la  sphère  mobile  ,  représentée  par  la  formule 

(.r  —  û)*  4-  [j  —  (p(a)y  -h  [z  —  x{^)]'  =  f\ 

parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe  sera  encore  une 
surface  canal.  De  plus ,  comme  la  dérivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à  la  quantité  a,  savoir, 

^  —  «  -H  [r  —  <?W]<p'(«)  -^  [2  —  M]  X  '(«)  =  o , 

es^  l'équation  même  du  plan  normal  à  la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile,  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résidte  de  l'intersection  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  Si  entre  les  formules 

x  —  it  -h  [r  —  (p(a)]^'(fl) -h \z—'^{a)\^\a)  =  o, 

3o. . 
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on  élîtnme  a^  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  eanal. 
Si  Ton  élimine  la  même  quantité  a  entre  Féquation 

et  sa  dérivée  relative  â  a,  savoir, 

on  obtiendra  Féquation  de  la  surface  développable ,  que 
touche  constamment  le  plan  normal  à  la  courbe  des  cen- 
times. Enfin ,  toutes  les  fois  que  la  surface  canal  sera  ren- 
contrée par  la  surface  développable ,  la  courbe  d'intersec- 
tion de  ces  deux  surfaces  sera  Taré  te  de  rcbroussement 
de  la  première. 
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Il  en  résulte  que  les  valeurs  de  T,jr,  z,  p,  g,  relatives, 
soit  à  la  sphère  mobile,  soit  à  la  surface  canal  qui  enve- 
loppe l'espace  traversé  par  cette  sphère,  vérifieront  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


rq=^  =  »('=F 


R  désignant,  pour  abréger,  le  radical  V^p*  -+-  ^  -+-  i . 
Quant  k  Téquation 

d^ud^u         ^d*ud*u  ^d*u  d*u 

elle  prendra ,  dans  le  cas  présent,  une  forme  très  simple. 
En  effet ,  en  vertu  des  équations 


d^u  ^  d*u__  d*u 

S^""^'  dp-^'  d^ 


=  a, 


elle  se  réduit  k 

Si  l'on  remet  au  lieu  de  z — i{à)  sa  valeur  tirée  de  la  for- 


mule 


et  quel'on  fasse,  pour  pi  us  de  commodité,  R=  k  ^'+^'+1 , 
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on  aura  définitivement 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  Téquation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(p*-hq^-hî)Q,*±[(p^'hi)t—7pqS'\-(q*-hl)r]Q-hrt-'S*=0j 

au  lieu  de  la  quantité  Q  >  sa  valeur  dz  —  tirée  de  Féqua- 

tion  qr  -  =  ^.  Or,  dans  Téquation  qui  donne  les  rayons 

de  courbure  principaux,  p  désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure ,  tandis  que  dans  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p  daigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile;  donc  il  résulte  de  cette  formule, 
qu'en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile ,  Tun  des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure  est  égal  au  rayon  de  la 
sphère  dont  il  s'agît. 

227.  On  peut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  Téquation  d^une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrices  données ,  ou 
soit  circonscrite  à  des  surfaces  données. 

Soit  toujours  u  =  o  l'équation  de  l'enveloppée  mobile, 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  renferme  avec  les 
coordonnées  x,y,  z  les  deux  paramètres  a  etç(a).  Pour 
déterminer  la  fonction  <p,  il  suffira  de  supposer  que  l'eu- 
veloppe  doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  être  cir- 
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consente  à  une  surface  donnée.  Soient,  dans  la  première 
hypothèse,  i^  =  o,  iv  =  o,  les  équations  de  la  directrice. 
Cette  directrice  devabt  être  tangente  à  chacune  des  enve- 
loppées^ les  valeurs  de  dx^  dy^  dz^  tirées  de  ses  équations, 
devront  satisfaire  à  la  difl(érentieUe  de  Féquation  u  =  o, 
et  par  suite  on  aura,  pour  chaque  point  de  la  directrice, 
non-seulement  les  équations  u  =  o,  i^  =  o,  iv  =  o,  mais 
encore  la  formule 

Hw       du  dv  dw       du  dv  dtv      du  dv  dtv       du  dv  dtv       du  dç  dw 


dz        dx  dz  dy       dy  dzdx      dy  dx  dz       dz  dxdy        dz  dy  dx 

Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  x,  ^,  z,  on  ob- 
tiendra une  équation  de  condition  entre  a  et  9(^)9  que  je 
représenterai  par  A  =  o ,  et  qui  déterminera  la  forme  de 
la  fonction  ^.  Si,  à  Taide  de  cette  équation  de  condition, 
on  élimine  de  la  fonction  tt=o  le  paramètre  f  (a),  Téqua- 
tion  résultante  représentera  une  surface  déterminée  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  quantité  a,  et  en  faisant 
varier  cette  quantité,  on  aura  une  surface  enveloppe  éga- 
lement déterminée. 

Supposons  maintenant  que  l'enveloppe  doive  être  cîr- 
<x)nscrite  à  une  surface  donnée  représentée  par  Téquation 
i^  =  o.  Cette  dernière  surface  sera  tangente  à  chacune  des 
enveloppées,  et,  comme  deux  surfaces  qui  se  touchent  en 
un  point  ont  nécessairement  en  ce  point  la  même  nor- 
male, il  est  clair  que  les  coordonnées  x^  y^  z,  du  point 
de  contact,  vérifieront  non-seulement  les  équations  m=o, 
I'  =  o ,  mais  encore  la  formule 

du  du  du 

dx  dy  dz 

dv  dç  dp  ' 

dx  dy  dz 

Si  entre  ces  quatre  dernières  équations  on  élimine  x,^,  z. 
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Cette  dernière  équation  comprend  les  formifles. 

V  =  ^(U),     W  =  ;t:(U),     W  =  4(V) 

comme  cas  particuliers. 

Si  Ton  diiTërentie  Tune  de  ces  équations 

i^  par  rapporta  x,  a**  par  rapport  à  j',  on  obtiendra  deux 
équations  qui  renfermeront  les  dérivées  des  fcmctîons 
(p ,  jj ,  ^  ou  tr ,  et  desquelles  on  pourra  déduire ,  par  l'éli- 
mination de  ces  dérivées,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  diffé- 
rentiaîit  Téquation  V  =  ç(U),  i*'  par  rapport  à  a:,  2®  par 
rapporta  y^  on  trouvera 


dV     dV        dV       dV        fdV     dJ}        dH       d\5  \  ,^,. 

et  Ton  aura  par  suite,  ^n  éliminant  (f(li)y 

/dV      dW         d\        dW  Y^U      dV         dV       dV  \ 
\dx        dz  dp  dq   )\dy       dz  dp  dq  ) 

fdV      d\         dV        d\\fdl]      dV         dV         dV  \ 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

V       dW    \fdV       dV    \       rdV       dw' \fdV       dV   \ 

rdy/'dv    dv  \    dVfdv    d\  \-i      rdv/dv    d\  \    dw/d\} 

ii^\-d^-^^zV'-d^\'d^-^-Tz'^)Y^^ 


[ 


'd^yd^'^lh^J      dq\dr'^'d^^)'^'d^\'di'^  dz^J      d^\d^'^ 


fd\  dV       d\  d\] 


~:7r:^('^-^M 


\dp  dq         dq  dp 
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X,  /x,  V,  011  aura  simultanément 

(xr  —  Jr,)cosA-^(J,  —  jt)cos/*-f-  («,  --2,)cos»  =  o, 
cosAdlr,  -f-  cosfcdjr^  -\-  cx>Sf dz^  =  o, 
cosxdxj  -+•  cos ftdy\  -h  cosfdz^  =  o. 

On  en  conclura 

(x,  —JT,)  (<//,</«.  —  «(ra^«i)-+-  {Xi--X2){dz^dx,  —  dz^fix,) 

(z,  —  z,)  (dx^df^^dx^dxx)  =  o. 


Cette  dernière  équation,  lorsqu'on  y  substitue  pour 
r/jc, ,  rf^,,  /'/z,,  rfxj,  ^2,  rfz, ,  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  i/jt=:o,w,=  o,i',  =  o,  W2  =  o,  établitune  rela- 
tion nouvelle  entre  les  six  coordonnées  j:,, y,,  Zi,Xt,^,,  Zf. 
Si  aux  formules  précédentes  on  réunit  les  équations  de 
la  génératrice  de  la  surface  développable,  lesquelles  se 
trouvent  comprises  dans  la  formule 

x—~Xi  y  — y i z — Zx 

X\ — *i     yx  —  yx      *i — *i 

on  aura  en  tout  sept  équations  entre  les  quantités 

•*>^>*»       -^ij^iy^o       *^a>^'a>*»? 

et  si  l'on   élimine  les  six  dernières,  on   obtiendra  eu 
X^y^  z  l'équation  même  de  la  surface  développable. 

229.  De  la  surface  développable  circonscrite  à  deux  sur- 
faces données. 

Désignonspar  x»,  y,,  z,:  .r„  j',,  Zj,  les  coordonnées  va- 
riables de  deux  surfaces  données;  et  soient  p»,  =o,  1^2  =  0 
leurs  équations  respectives.  Si  les  points  (x, ,  y^ ,  z^  , 
(j:,  ,  y, ,  Zf) ,  se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de 
la  surface  développable ,  les  normales  menées  aux  surfa- 
ces données  par  ces  deux  points  seront  perpendiculaires 
au  plan  qui  toucbe  la  surface  développable  suivant  la  gé- 
T.  I.  .  3i 
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iiératrice  dont  il  s'aj^it;  ol  l'on  exprimera  que  ces  nor- 
males sont  non-s(^iilenient  parallèh^  entre  elles,  maist*»- 
eoi*e  perpendiculaires  à  la  géuéralrice  ,  en  )H>sant  lesirois 
t'^cpiations  comprises  dans  les  formules 

dv,        dvj^       dv^ 
fix^  __  dy^  __  dz, 
dvj        dvt        dç^  ' 
dx^       djr^       dz^ 

8i  entre  les  formules  qui  précèdent  et  les  équations  de  U 

jçénértitrice .  savoir , 

■ 

jpj    ^1      y-i    y\      *ï*^*i 

on  élimine  les  six  quantités  j:,,  y\^z^^  x,,  >!•-*.  on 
obtiendra  en  x,  y,  z  Téquation  mi>me  de  la  surface  déT(^ 
loppable. 

Si  l'on  se  proposait  seulement  de  trouver  la  courbe  dr 
contact  de  la  surface  développable  avec  Tune  des  deux 
surfaces  données,  par  exemple  avec  la  preniîère,  il  suffi- 
rait de  joindre  à  Téquation  ^'.  =  o  celle  qui  ix^sultc  dt* 
l'élimination  des  coordonnées  or,,  y,,  Z;  entre  lequa- 
tion  i',  =  o  et  les  formules 

r/p,  r/i'i        //p, 

dx^  —  ^»  _  ^^^ 
dv^        dv^        //p,  ' 
tix^       dy^       dz^ 

Exemple  :  Surface  développable  circonscrite  à  deui 
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sphères  ou  à  deux  ellipsoïdes  semblables,  dont  les  axes 
sont  parallèles. 

Calcul  pour  deux  sphères.  Soient 

les  équations  des  deux  sphères. 
On  aura 

=  ----       =  -y       Xi-r,  -h  J,J,  -h2,2,  =  f:\ 

J?i ^o         r  »  —  J..  «2  —  2o 

On  en  conclura 


et  par  suite 

La  dernière  équation  est  celle  d'un  plan  qui  renferme  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  développable  avec  la  pre- 
mière des  sphères  données. 


3i. 
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Si  rou  suppose  en  outre  que  Féquatiou  m  :^  o  soit  li- 
néaire par  rapport  à  x ,  y ,  z ,  on  aura  encore 

d*u  d^u  d^u 

dbT*^^'     dP^"^'     ^""^' 

ce  qui  réduit  Téquation  précédente  k  rt  —  s*  =  o. 

2™*  Exemple  :  Supposons  que  Téquation  u  =  o  soit 
celle  d'une  sphère  décrite  d^un  rayon  constant  p ,  et  se  ré- 
duise à 

(x  —  fl)  *  -+-  [7  —  p{a)y  -h  [z  — AîWf  =  P'  i 
les  deux  formules 

du  du  du  du 

deviendront 

En  combinant  celle-ci  avec  Téquation  de  la  sphère ,  ou 
trouvera 


x  —  a  _j— ^(g)__  z~>$(a) 


=:± 


P  1  — '  l//>»  4-  y»  -M  * 

et  par  suite 

/? 

«  =*-l-P  ry —  " > 

On  aura  donc ,  dans  le  cas  présent , 


\//?»  4-  ^*  -h  I  ' 


W  =  .±-.^ 


l//?* -h  17' -h  I 
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toujours  ordouiié  suivant  les  puissances  ascendantes  de  c, 
mais  qui  renferme  des  puissances  négatives.  Ce  dévelop- 
pement s'obtient  très  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

2.  La  valeur  particulière  Xi  peut  être  une  racine  sim- 
ple ou  multiple  de  l'équation  t^-t  =  o;  Xi  sera  une  ra- 
cine simple,  etTéquation  7r-r=  osera  dite  n'avoir  qu'une 

seule  racine  égale  à  Xi ,  lorsque  le  produit  (x  —  Xi)  j\x) 
ne  deviendra  pas  infini  pour  x^=.Xx*  On  dit,  au  con»- 
traire,  que  x^  est  une  racine  multiple  de  l'ordre  m,  m 

désignant  un  nombre  entier,  ou  que  l'équation  -^r—r  =  o 

a  //i  racines  égales  à  Xi,  lorsque  le  produit  (a: — x^""  J\x) 
obtient  pour  x  =.  x^  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 
Posons,  dans  cette  dernière  hypothèse,  qui  renferme  la 
première  comme  cas  particulier, 

(x  —  x,Yf{x)  =  r{x) ,        i'»/(x,  -M)  =  f (x.  4-  «)  ; 

la  fonction  ((x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x  =  Xj, 
ou  pourra  développer  {(x^  +  e)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes et  positives  de  e ,  et  Ton  aura 

d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  e'",  et  ayant  égard  à  l'équa- 
non /(x, -t- e)  = -^--— ^ 


m  ' 


1        f'"~'(a:.)  f'"(x,^-(/i) 


f  i.7..3...(/w — i)        1.2. 3. ..m' 
Si  m  est  égal  à  l'unité ,  ou  si  x  est  une  racine  simple  de 
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on  aura  définitivement 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Tia  II 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  Téquation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(/?*--h^»-f-i)Q»±[{/?"H-i)f— ?/?y5  +  (^»4-i)/iQH-/t— ^=0, 

1» 

au  lieu  de  la  quantité  Q  >  sa  valeur  dz  —  tirée  de  l^équa* 

lion  zp  -  =  ^.  Or,  dans  Téquation  qui  donne  les  rayons 

de  courbure  principaux,  p  désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure,  tandis  que  dans  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p  désigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile;  donc  il  résulte  de  cette  formule, 
qu'en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile ,  Tun  des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure  est  égal  au  rayon  de  la 
sphère  dont  il  s'agit. 

227.  On  peut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  l'équation  d'une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrices  données,  ou 
soit  circonscrite  à  des  surfaces  données. 

Soit  toujours  H  =  o  Téqualion  de  l'enveloppée  mobile, 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  renferme  avec  les 
coordonnées  x^j^z  les  deux  paramètres  a  et(f(a).  Pour 
déterminer  la  fonction  (f ,  il  suffira  de  supposer  que  l'en- 
veloppe doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  être  cir- 
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«{.  Exemple  :  1"  Soit 

X*  H-  I 


/W     -     (;c-l)(x-f-l)' 


celle  fonction  devient  infinie  pour  x  =  i ,  mais  le  pro- 
duit 

(x-,)/(x)  =  ^^  =  f(x) 

conserve  une  valeur  finie.  Le  résidu  de  la  fonction  f{pc)^ 

correspondant  à  j:  =  i,  sera  dès-lots  f(i)  ou  — -r- —  =  i. 

Le   résidu   de    celte   même    fonction,  correspondant  à 
X  =  —  I ,  s'obtiendra  en  formant  le  produit 

(xH-.)/(x)  =  J^. 

et  faisant  x  =  —   i , 

ce  (jai  donnera  *     — '—  =  —  i . 

'i^""  Exemple  :  f{x)  = 


cosx 


(]ette  fonction  devient  infinie  pour  x  =  -\  mais  le  pro- 

2  ' 


ir 
X 

7. 


duit ,  qui  prend  la  forme  indéterminée  7,  conserve 

QO%X 

néanmoins  pour  x  =  -  une  valeur  finie  que  Ton  obtient 


cosj: 

2 

en  prenant  la  dérivée  du  numérateur  et  du  dénominateur. 
Cette  valeur  finie  et  égale  à  Tunité  est  le  résidu  de  la 

fonction corresiHindant  à  x  =  - . 

cosx  *  •? 

3"*"  Exemple  : 
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on  a 

et  —  2  est  le  résidu  de  cette  fonction  relatif  k  x  =  —  i. 
4.  Lorsqu'une  fonction  f(x)  devient  infinie  pour  une 
série  de  valeurs  particulières  oTi  ,  Xj,  Xj, ...  x„,  on  peut 
prendre  le  résidu,  ou  successivement  par  rapport  à  tour 
tes  les  racines ,  ou  partiellement  par  rapport  à  quelques* 
unes  seulement.  On  appelle  résidu  intégi*al  de  la  fonction 
f(x)  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux 
diverses   racines   réelles    et    imaginaires   de   réquation 

r^^  =0.  L'extraction  des  résidusest  l'opération  par  laquelle 

on  les  déduit  de  la  fonction  proposée.  On  indique  cette 
extraction  à  Taide  de  la  lettre  initiale  o,  qui  sera  consi- 
dérée comme  une  nouvelle  caractéristique  analogue  aux 
caractéristiques  d,  y,  2  5  et  pour  exprimer  le  résidu  inté- 
gral de  f(x) ,  on  place  la  lettre  o  devant  la  fonction  en- 
tourée de  doubles  parenthèses,  ainsi  qu'il  suit  : 

Pour  indiquer  le  résidu,  par  rapport  à  une  valeur  parti- 
culière jc  =  Xi ,  on  remplacera  la  fonction  f(x)  par  la 
fonction  identique 

X  —  X,)  (x  —  ar,)* 

et  Ton  mettra  entre  deux  parenthèses^  sous  le  signe  c^,  la 

différence  (x  —  x^)  ou  (x  —  Xi)""  placée  au  dénomina- 
teur ;  le  résidu  sera  donc  indiqué  par  Tune  des  notations 

^  {(x-xo)  '  ^  {{{^-x:r))' 
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Pour  indiquer  le  résidu  pris  par  rapport  à  certaines  va- 
leurs particulières  Xi^  a:t,  x^^. . . ,  on  se  servirait  de  la 
notation 

.     ({    (*— f .)  (i  —  ^a)  («î?  —  ^3)  )) 

Lorsque  la  fonction  f(x)  se  présentera  sous  la  forme 
fractionnaire  f(x)  =  -\-tj  et  que  nous  voudrons  indi- 
quer la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  Téqua- 
tion  xO*^)  =  o»  nous  écrirons 

appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à  la  fonction  x(^)* 
Au  contraire,  la  notation 


l 


((^W)) 


représentera  la  somme  des  résidus  de  f(x)  relatifs  aux 

seules  racines  de  Téquation  — 7-r-  =0,  et  Ton  aura  identi- 
quement 

De  même,  si  l'on  suppose  x(^)  =  ^(^)f(^)  ?  ^^  deux 
notations 

exprimeront,  la  première  la  somme  des  résidus  corres- 
pondants aux  racines  de  Téquation  X(a:)=o,  et  la  seconde 
la  somme  des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de 
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iiératricr  doiii  il  h'a^ii  ;  cl  l'on  exprimera  que  ces  nor- 
males sont  non-seulement  parallèles  entre  elles,  mais  m- 
core  perpendiculaires  à  la  génératrice  ,  en  posant  les  trois 
équations  comprises  dans  les  formules 

dv,       dv^       dVf 
dx^  ___  dfx  __  dzt 
dv^        dvt        dp^  ' 
r/x,       djr^       dz^ 

Si  entre  les  formules  qui  précèdent  et  les  équations  de  la 
génértitrice ,  savoir , 

^x^^x     y^^'y't     ^1*^*1 

on  élimine  les  six  quantités  j:,,j^,  ,z, ,  x,,^,  ,^5.on 
obtiendra  en  JC,  y^  z  Téquation  même  de  la  surface  déve- 
loppable. 

Si  Ton  se  proposait  seulement  de  trouver  la  courbe  do 
contact  de  la  surface  développable  avec  Tune  des  deux 
surfaces  données,  par  exemple  avec  la  première,  il  suffi- 
rait de  joindre  à  Téquation  p»,  =  o  celle  qui  rt^sulle  de 
Télimination  des  coordonnées  x, ,  -y,,  z^  entre  Téqua- 
lion  1^5  =r  o  et  les  formules 

r/t»,         d%'i  di>t 

dxi dYi  dzt 

dv^        dv^  dv^  ' 

dx^       dy^  dz^ 

Exemple  :  Surface  développable  circonscrite  à    deux 
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r  =  o ,  résolue  par  rapport  à  x ,  fournisse  des  racines 

Cy     Z) 

dépendantes  de  la  variable  z  ]  si  Ton  désigne  par  Xi 
me  de  ces  racines ,  il  est  clair  que  le  résidu  de  la  fonc- 

m  dérivée*       ,  ^  \  correspondant  à  ar  =  a?! ,  ne  dîfte- 

QJC 

ra  pas  de  la  dérivée  relative  à  z  du  résidu  de  la  fonction 
(x^  z)'^  car  ces  deux  quantités  se  réduiront  Tune  et 

lutre  au  coefficient  du  rapport  —  dans  le  développement 

î  l'expression  f{x^-\-  e ,  z  4-  2),  suivant  les  puissances 
cendan tes  des  accroissements  e,  e'. 

En  effet,  pour  avoir  le  résidu  de  la  fonction  f{oc^  z)^ 
rrespondant  k  x  =  x^^W  faut  poser  j?= jr,  4-e  et  pren- 
e  dans  le  développement  A^e  f(xx  +6,  z)^  le  coeffi- 

entde  -;  puis,,  pour  avoir  la  différentielle  de  ce  résidu, 

faut ,  dans  ce  coefficient  de  - ,  changer  z  en  z  +  €',dé- 
Jopper  et  prendre  le  coefficient  de  e'  qui  sera  évidem- 
ent  le  coefficient  de  —  dans  le  développement  de 

De  même,  pour  avoir  le  résidu  de  la  différentielle,  il 
ut  d'abord  dans  f(x^  z)  changer  2  en  -z  +  e',  prendre 
coefficient  de  e',  y  changer  x  en  x,  +  e,  et  dévelop- 

•r  ;  le  coefficient  de  -  sera  le  résidu  cherché  et  sera  aussi 

coefficient  de  -  danslc  développementdey(j:,4-Ci  -z+O^ 

»nc,  etc. 

Celte  remarque  pouvani  s'étendre  aux  diverses  racines 

;  Téquatlon  j-. .  =  o  que  Ton  suppose  indépendantes 
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de  la  variable  z ,  on  en  conclura 

c'est-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  est 
égal  à  la  différentielle  du  résidu  intégral. 
.   Nous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  Tinté- 
grale  du- résidu  est  égale  au  résidu  de  Pintégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  cal- 
cul des  résidus  suffit.  Il  reste  à  faire  connaître  une  de  ses 
principales  applications. 

Application  à  la  transformation  d'une  fonction  qui 
devient  infinie  pour  certaines  valeurs ,  et  à  la  décomposa 
tion  des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

En  supposant  que  la  fonction  f{x)  devienne  infi- 
nie pour  X  =  j:,  ,  mais  de  telle  sorte  que  le  produit 
(x  —  ^xY/ipi^)  =  f(jc)  conserve  une  valeur  finie,  nous 
avons  trouvé 

H L Çg— ^«)  _^ 1 fC«)rx.-+-0(x-*.^]. 

ï.2.3...(/w-i)f^""*)(j?,)      i.?..3...m 


Posons 


1 . 2.  j  .  .  ,m 


f(x)  aura  généralement  pour  x=jr:,    une  valeur  finie 

~-^ — ,  et  par  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 

1 .2.3  ...  m'      ^  ^ 

tion  fipc)  la  somme 

(ar-x,)"      I  (x-a:,)"^'        i  .2  (x-jp,)"-» '"      i.2.3...(m-i)  (or— Ji) 
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on  obtiendra  une  nouvelle  fonction  9(x),  ({ui  ne  deviendra 
plus  inûnie  pour  x  =  x.  ^  or  cette  somme  de  fractions 
peut,  à  Taide  du  calcul  des  résidus ^  se  mettre  sous  une 
forme  très  simple. 

En  effet ,  on  a  évidemment ,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  résidus  et  la  manière  de  les  calculer, 

'^   ''~^{x—x,y      i.2.3...(iit— i)~*^(((x  — X.)-))' 
d'oi'i  l'on  tire ,  en  posant  m  —  i  =  m ,   x=  z, 

,  .-i.-i.  ..n~^({{z—x,Y+'))' 
Si ,  dans  cette  dernière  équation ,  on  fait  tour  à  tour 

on  trouvera 


f(.,.)=£   fw    ^.   ^  =  1 


f(») 


((z-x.))-  .     -'-'(((z-i.)*))' 

f'C^O-f      H'}  f(— )(x.)    _p      f(») 

TT  -  *^(az-x,y)y  ■  ■  i.i.3...(m^i)-^({iz-x.)r))' 

Dès  lors  Féquation 


devient 


•^W  =  F^.-^---+*W 


fi^.    _J f      f(») ■       £      f(»)      ) 

(i-x.)—  '^(((»^.)'))  ■"   x-x,  ^  (((.  -  x.)-))  ; 

En  faisant  entrer  sous  le  signe  o,  qui  se  rapporte  à  z, 
les  quantités  j^ir^-'  (ir'—^y^'  '    "  "  '^^^  P®"^  "^^ar- 
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Téquation  fx(x)  ^  o;  en  sorte  qu'on  aura  généralemrat 

*^ (( A (x)^(x) ))  - <^ ((A W )) ^(x)^  ^  ((^(*) )) A (X)- 

De  même  encore ,  si  Toiî  suppose  (f  (x)  =  y  (x)  u  (x) ,  on 
obtiendra  les  équations 

£((v(x)^(x)))^  r  ((y(x)))^(x)  ^    rrW((^(x))) 
;kW  a;W  >;W       ' 

"^  vU  wy;   ^  ((A(x)  ))^{x)^  ^  A(x)((^(x))) 

r((y(x)))^(x)   ^    £y(x)((^(x));. 

5.  Si  la  fonction  f(x)  est  la  somme  ou  la  différence  de 
plusieurs  fonctions  (f(x)^  ;((a;),  il  est  évident,  d'après  la 
définition  même  du  résidu  et  du  résidu  intégral,  que  le 
résidu  intégral  de  la  somme  de  ces  fonctions  sera  égal  à  la 
somme  de  leurs  résidus  intégraux  ;  on  aura  donc 

l,  mx)±x{x)±etc.))  =  £((?.(x)))±  £^{x{x)))±. . .  etc. 

6.  Si  la  fonction  f(x)  est  le  produit  d'une  autre  fonc- 
tion F(j?)  par  un  facteur  constant  a,  on  aura  aussi 

li(a¥ix)))  =  al{i¥{x)J). 

Celte  dernière  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  tjui* 
nous  avons  établie  plus  haut, 

équation  qui  correspond  à  Técpalion  dittérentielle 

7.  Soit,  de  plus,  ./"(x',  z)  une»  fonction  des  doux  \a- 
riables  indépeiidanl(»s  x>   r.<*t  supposons  que  1  équation 
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9.  Concevons  maintenant  que  Ton  veuille  déduire  de 
la  fonction  f{x)  une  autre  fonction  qui  ne  devienne  in- 
finie pour  aucune  des  racines  Xi ,  Xi,  ...a:„  de  Téquation 

f(.r^  =  00  ,  -77—,  =  o,  il  suffira  évidemment  de  retrancher 

de  fipc)  la  somme  des  résidus  de  la  fonction     ■    ^    cor- 

respondant  aux  valeurs  z=x, ,  z  =  j:j,.--  q^  peuvent 
rendre  cette  fonction  infinie,  ou  le  résidu  intégral  de 

cette  fonction  représenté  par  la  notation  <î^  ^  5  donc 

si  Ton  pose 

la  fonction  (f  (x)  conservera  une  valeur  finie  pour  toutes 
les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x» 
On  pourra  donc  toujours  décomposer  une  fonction  don- 
née en  deux  parties,  dont  Tune  soit  la  sonune  de  fractions 
rationnelles^  et  dont  Tautre  ne  devienne  jamais  infinie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  où  f(x)  désigne  une  fraction 
rationnelle,  la  fonction  ç(j?),  qui  est  ce  qu'on  obtient 
quand  delà  fonction  donnée  on  retranche  une  série  de  frac- 
tions rationnelles,  ne  peut  être  qu'une  fraction  de  même 
espèce,  mais  qui  ne  puisse  jamais  devenir  infinie,  ou  dont 
le  dénominateur  ne  puisse  jamais  s'évanouir.  Dès-loi^  le 
dénominateur  de  (f  (x)  doit  être  constant,  et  (f(x)  ne  peut 
être  qu'une  fonction  entière  de  x. 

De  plus ,  si  dans  la  fraction  rationnelle  f(x)  =  ^—-4  le 
"^  -^  ^   ^        F  (x) 

degré  du  dénominateur  surpasse  le  degré  du  numérateur, 

cette  fonction  s'évanouira  pour  des  valeurs  infinies  de  x, 

ainsi  que  l'expression  c.         ^  .  D  devra  donc  en   être 

aussi  de  même  de  la  fonction  entière  <f(x).   Mais  une 
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de  la  variable  z ,  on  en  conclura 

£//rf/  (x,  z)\\  ^  dC{(/(x,z)))   ^ 

c'est-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  est 
égal  à  la  différentielle  du  résidu  intégral. 
.   Nous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  l'inté- 
grale du- résidu  est  égale  au  résidu  de  Tintégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  cal- 
cul des  résidus  suffit.  Il  reste  à  faire  connaître  une  de  ses 
principales  applications. 

Application  à  la  transformation  d'une  fonction  qui 
devient  infinie  pour  qiertaines  valeurs,  et  à  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

En  supposant  que  la  fonction  f(x)  devienne  infi- 
nie pour  x  =  X, ,  mais  de  telle  sorte  que  le  produit 
(x  —  XiYf{x)  z=z  ((x)  conserve  une  valeur  finie ,  nous 
avons  trouvé 

•'^    ''~(X  — X,)-~(*  — X,)"         |(X  — X,)"-'  I.-2(X-X.)--''" 

-+-  — i-'- f  -^ nm^u'\+ î f ^"' [*■  +  ^ (^-'■)J- 

i.2.3...(w-i)  f^"^*)(x,)      i.?..3...iw 

Posons 

I  .  2  .  3     .  .  //I  "^  ^ 

I 

(p  (or)  aura  généralement  pour  x  =  Xi    une   valeur  finie 

,r— — ,  et  par  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 

1.23. ..m'       '  ^ 

lion  f{or)  la  somme 

U-x,)'"      I  (x-x,)*""'        I  .?.  (.r-x,)"*-*  '"      i.2.3...(m-i)   (x— .r.)  ' 
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vl  par  suite 

Cette  dernière  équation  est  la  formule  d'interpolation  de 
Lagrange. 

ia°.  Reprenons  récpiation       /(x)  =    c  LiZLAZ. 

Si  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  .r ,  on  at- 
tribue à  la  variable  x  une  valeur  infinie,  et  si  Ton  désigne 
par  F\9l  valeur  correspondante  du  produit  xf{x)^  on  aura 


:/(x)   =   l    ((M}, 


z 

I  — 
.r 


et  en  passant  à  la  limite  i. 

Si  la  quantité  /*'  s'évanouit,  on  aura  simplement 

l  {(f{z)))  =  o. 

Cette  dernière  formule  subsistera  toutes  les  fois  que  dans 
la  fraction  rationnelle,  désignée  par  f{pc)^  la  diflé- 
repce  entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  nu- 
mérateur sera  supérieure  n  Tunité;  alors,  en  effet,  dans 

le  produit  xf(x)  =  —/-y»  le  degré  du  dénominateur  est 

encore  plus  grand  que  celui  du  numérateur,  et  ce  produit 
s'évanouira  par  conséquent  ({uand  on  fera  .r  =  oo. 

Si  la  quantité  F  vteih  égale  à  l'unité,  ce  qui  aurait  lieu 

i>ar  exemple  si  dans  la  fraction  rationnelle  —7^,  le  degré 

du  dénominateur  surpassait  d'une   unité  seulement   le 
degré  du  numérateur,  ri  si  de  plus  les  coe(licient,s  de  la 
T.  I.  3'J 
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«lus  liaxiK-  piiissanc»'  tl«  x  au  numérateur  v.l  au  dénonii- 
naivur  «.'taient  égaux,  ou  aurait 


X" 

KxcmpiP  :      J\.r)  —  rz.  '  V  \T7"  '^'"^  "  Ir-  ~\;"^  ' 
'  ^  \X  —  Jr,)(jr  —  JT,'..   (.r — ,r„; 


on  aura 


I  I 

u((/(')))=(;;;i.--;y(i7_i;;)7..(x._x.) 


/i 


X'* 


,  .  .  . 


(jr,~x,)...(x,  — oTh,)       (j:« — x,)...(jr„ — x„_) 

la  somme  du  second  membre  sera  égale  à  o  si  n<^m — i 
cl  é^çale  à  riinité  si  n  =  ni  —  i ,  ce  qu'on  savait  déjà. 
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PriiieipM  élémenUires  du  caloal  direct  aux  diflfiérenccs  finies. 


Soit  y  =  f{x)  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
x^  et  A  un  accroissement  quelconque  attribué  à  cette  va- 
riable ;  f{x  +  A)  —  y^(j^)  est  ce  qu'on  appelle  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  y  \  on  désigne  cette  même  dif- 
férence par  la  notation  Ay,  ou  ^f[x)  \  en  sorte  qu'on  a, 
eu  supposant 

Lorsqu'on  suppose  j  =  x^  l'équation  précédente  devient 

Ax  =  h. 

La  différence  finie  de  la  variable  x  n'est  donc  autre  chose 
que  l'accroissement  h  attribué  à  cette  même  variable. 

Si  l'on  prend  successivement  pour  )^  différentes  fonc- 
tions de  :r,  on  obtiendra  pour  A>  autant  de  valeurs  cor- 
respondantes qui  seront  fondions  de  x  ci  do  //.  On  trou- 
vera, par  exemple,  en  supposant 

-  aXy ^y^=za(x-\-h)  —  ax=zahy 

:  a'  y Aj  =  fl'+*  —  a'  =  (fl^ —  0^'» 

:  €", ^r=(^^'^^'')  —  c^*={(f^^  i)r", 

:  9xnaXy..,sy=:zsm(ax-^ah) — sin/iJfmrasin  (  —  jcosl  ax  '\ ], 

\x, ^y  =  \{x-^h)^\x=  I  (  I4-- 

32. . 
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plus  liaufr  puissance  île  x  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur étaient  é^aux^  on  aurait 

£.   l(/(f»))  =   '. 

Kxcmp/r  :      J\t)  =  ^^-^^^-^ ^ 7:r- x,) ' 
on  aura 

*-■  ^'^'-^('^  )^ = (:;::r-x7)(i7-"i;)7.7(^:^^) 

x"  *' 

, *i ,  '" 

-1^  I  ■    — J— ■  9  *  *  * 

la  somme  du  second  membre  sera  égale  à  o  ûn<C^m — i. 
et  égale  à  Tunîté  sî  n  =  m  —  i ,  ce  qu'on  savait  déjà. 
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««Il  aura 

D'ailleurs  A.,r",A.a.'"-*,...  Aj^soiitdes fonctions  rationnel- 
Icsdexetde  A,  dont  une  seulement,  savoii/A.a:",  est  par 
rapport  à  cjç  du  degrë  n  —  i ,  les  autres  étant  d'un  degré 
inférieur.  LadilFérence  finie  d'un  )K)lynome  en  x  du  de- 
gré n  est  donc  un  nouveau  polynôme  en  x  du  degré  n  —  i . 
Revenons  maintenant  à  l'équation  générale 

^f  =  /(^  -^  /')  -  y W  ; 

lorsque  Ton  considère  Taccroissemeiit  de  la  variable  a' 
comme  une  quantité  constante,  la  valeur  de  A^  déterminée 
par  cette  équation  est  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  dif- 
férence finie  de  cette  nouvelle  fonction,  savoir  A.  A^ ,  est  ce 
qu'on  appelle  la  différence  finie  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion j^  •,  on  la  désigne,  pour  abréger,  par  A^.  De  même,  la 
différence  finie  de  A*^  est  ce  qu'on  appelle  la  différence 
finie  du  troisième  ordre  de  la  fonction  j  ;  on  la  désigne, 
poui*  abréger,  par  AV?  et  ainsi  de  suite.  En  général,  lors- 
qu'on a  pris  n  fois  de  suite  la  différence  finie  de  la  fonction 
V,  le  résultat  est  ce  qu'on  appelle  la  différence  finie  du 
/*'*""  ordre  de  la  fonction  j^,  et  s'indique  par  la  notation 
A"v.  On  a  donc 

S^jr  =  s.  Aj,      }}y  ==   S .  ^  \y  —  a  A  \>;      et      AV  =  A .  A"  "  '/. 

Les  différences  finies  des  divers  ordres  d'une  fonction  j' 
s'obtiennent  avec  la  même  facilité  que  la  différencre  finie 
du  premier  ordre,  et  |)euvent  ((uelcjuefois  s'exprimer 
d'une  manière  très  sinqJe.  Supposons  par  exemple jy=/i' 

En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  les  diftërences  finies 
des  deux  membres  de  Téquation  précédente,  on  trouvera 

A  r  =  [d^  —   l'i  /'/', 

\\y  =   (fi^  —    i)  :\.^£'    —■     n^  —    i)»/i^, 
a'j    zz:    f/l*    —    l)'A.a'    ::::::    (V?*    —    l)'«', 
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Kiifiii  si  1*011  j)nM:«l  î  =^  .»'".  m  ()('*signaiit  un  iionibrr 
eu  lier,  on  trouvera 

I  1,1  I 

\A\h  difi'érences  finies  des  fonctions  de  fonetioiis,  des 
fonrtions  composées,  se  déduinml  avec  la  même  facilité  de 
ré(|uation  ('2).  On  peut  m<^me  faire  à  ce  sujet  cjuelque> 
remarques  qu'il  importe  de  retenir. 

Soi  ent  d'aboixl 

u  désignant  une  fonction  de  la  variable  .r,  et  a  une  quan- 
tité constante;  on  aura 

.\r=:aF{x+/i)'-'aF(x)=:a\¥(x'hh)^¥(x)]=aiu. 

Soient,  en  second  lieu , 

)    :rr  1/  -I-  P  4- «■  -f-  ...etc.,   U  =  F(x),    v  =  F(x),    w=:f{x),,,y 

n^  t',  w  désignant  diverses  fonctions  de  la  variable  x^  on 
trouvera 

\Y  =  ¥{x  -^  h)  -h  F{x  -h  ^)  -h  fix  -h  //)  -h   ... 

—  F(x)  —    F{x)   —  fix)—...—   \H-\-    SV  -\-    MV   -4-    ... 

Knfin  si  Ton  suppose 

y  =   au   -h   />P  H-  ctv  -h    .  .  . , 

// ,  i^,  w  désignant  des  fonctions  de  la  variable  x^  et  a,  A,  v 
des  quantités  constantes,  on  trouvera  encore  de  la  même 
manière 

ly  z=z  (i\u   -h   àsv  -f-    fMv  -h  .  .  .  . 

Si  l*uu  prend  pour  y  un  polynôme  entier  du  degré  n.  ou 
si  Ton  fit 

y   =  fljc»  -H   bx""'    -h -h   /x  -f-   /, 
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diilerence  finie  d'un  ordre  supérieur  sera  évidemment 
nulle.  Ainsi  les  différences  finies  d'un  polynôme  du  de- 
gré n  s'évanouissent  lorsqu'elles  sont  d'un  ordre  supé- 
rieur à  ce  degré.  Ce  résultat  sid>siste  évidemment  dans  le 
cas  même  oii  le  polynôme  se  réduirait  k  un  seul  teime. 
On  trouvera ,  par  exemple , 

^«-l-i^^  =  G,.    .     û^+'.o;:»  =  o, etc. 

La  différence  finie  de  l'ordre  n  d'mi  polynôme  du  degré  n 
étant  une  quantité  constante,  on  peut  être  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  cette  même  quanlité.  Soit  donc 

X  =  ax*  -h  ^x*""* .  .  .  -h  Aa:  -h  /. 

Si  l'on  prend  n  fois  de  suite  les  différences  finies  des  deux 
membres  de  l'équation  précédente ,  ou  aura 

Reste  maintenant  à  déterminer  la  valeur  de  A".x";  or  on 
a  déjà  trouvé 

A.x*  =  nhaf""'  -H  - .  — ^—  à'x^*  -f-  etc. 

1       a 

Si  l'on  prend  n  —  i  fois  de  suite  la  différence  finie  des 
deux  membres  de  la  formule  précédente ,  en  ayant  égard 
aux  équations 

A»"«.X*-»    ==    O,       A^'^X^-^    =   O,     .  .        A"     'JC    =    O, 

on  obtiendra  la  suivante 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


5o4  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

On  trouvera  de  la  même  manière 


Ax  =    I  .A. 

En  multipliant  respectivement  ces  diverses  équations 
Tune  par  l'autre ,  et  supprimant  dans  le  résultat  les  fac- 
teurs communs ,  on  trouvera 

A" «a?"  =  1 . 2 . 3 • . .  (/i  —  i)  /lA". 

Cette  valeur  de  A" .a?",  substituée  dans  la  formule 
A'y  =  a  A^.x" ,  fera  connaître  la  valeur  de  A*^  dans  le 
cas  où  l'on  suppose  j-  =  ojC"  +  baf*~\..  -4-  etc.,  et  Ton 
aura  pour  cette  même  valeur  : 

A'jr  =  I .  a .  3 . . .  /laA". 
Supposons  maintenant  généralement 

Si  Ton  prend  plusieurs  fois  de  suite  les  diflërences  finies 
des  deux  membres  de  Téquation  précédente .  on  en  con- 
clura successivement, 

A*/=A/(ar4-A)— A./{x)=/(x4-2A)--/(x4-A)--/(x+A)-+-/(x) 

=/{a:  H-  2A)  —  2/(x  -h  A)  -+-/(x), 

à^jr=z  A./(x  -h  aA)  —  2A./(x-|- A)  ■+-  A./(x} 

=/(x4-3A)— /(x-4-2A)~ti/(x4-2A)H-^^(x+A)4V'(^4-A)--/(x) 

=/ (x -h  3A)  —  3/(x -h  2A)-h  3/(x -h  A)  — /(x), 

et  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  fait ,  pour  plus  de  commodité , 

/(x  -h  A)  =  j„       /(x  -j-  7.h)  =z  ^,, 

et  en  général 

/(x  -h  nh)  =  j^. 
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les  équations  précédentes  deviendront 

^y  =  r>  —  Vi  -+-  r» 

A'r  =  ^3  —  3r,  -h  3^-.  —  j^. 
Ou  trouvera  de  même,  eu  général, 

n  n  (n — i)  , 

^y  =  r»  —  -r»-»  h — - rn-a . . . :+:  nx,±:  y. 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  A'y ,  obtenue  par 
des  calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent ,  est  nécessai- 
rement une  fonction  linéaire  des  quantités  y,  j", ,  /i, . .  .j"„', 
puis  on  déterminera  cette  même  fonction  à  Taide  du 
théorème  suivant. 

Théorème  i*'.  Pour  déterminer  une  fonction  linéaire 
des  quantités j-jj-.jj^,, . . .  j"„,  il  suffit  de  calculer  la  va- 
leur particulière  que  reçoit  cette  fonction  dans  le  cas  où 
Ton  suppose ^=fl'5  de  remplacer,  dî^ns  cette  valeiw  par- 
ticulière, a*  par  Tunité,  a^parj'^  de  développer  le  résul- 
tat obtenu  suivant  les  piûssances  ascendantes  dej",  et  de 
substituer  dans  le  développement 

y     à    ^r**  =   I, 

73  à  r^ 


rn      à       jr«, 


c'est-à-dire  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 
Démonstration.  Soit  en  ellel 
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la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit,  A,  B,  C,  etc.,  désignant 
des  quantités  constantes.  Si  Ton  fait^  =:  a',  on  trouvera 

r»  =  /!'+»*,  etc., 

et  par  suite  la  fonction  u  obtiendra  la  valeur  particulière 
qui  suit 

et  pour  en  déduire  la  fonction  proposée  elle-même,  il 
suffira  évidemment  de  poser  a*  =  i ,  a*  =  J',  et  de  rempla- 
cer les  exposants  de  la  lettre  y  par  des  indices,  la  varitUe 
y:=.f{x)étjajxi,  censée  correspondre  &  Tindice  o,  ou,  en 
d'autres  termes,  les  deux  expressions  y^  et  y  étant  con- 
sidérées comme  synonymes. 

Au  moyen  du  théorème  qu'on  vient  d'établir ,  on  dé- 
terminera facilement  la  valeur  de  ÙTy  en  fonction  dp 

Xi  X^i  X*9''''9  X*' 

En  effet,  ù^"y  devant  être  une  fonction  linéaire  de  ces 
mêmes  quantités,  on  pourra  déduire  sa  valeur  générale  de 
la  valeur  particulière  correspondante  à  jr  =  a'  ;  or,  en 
supposant  j"  =  a^,  on  a  déjà  trouvé 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplait: 
a'  par  l'imité,  et  a*  parj^,  on  obtiendra  la  formule  sym- 
bolique 

xy  =  (x  —  i)\ 

Si  l'on  développe  le  second  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  ascendantes  de^,  et  que  l'on  rem- 
place dans  ce  développement  les  exposants  par  des  indices 
ely^  par  y,  on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  de  A"). 

//  n  In — i)  _. 

A"  r  =:  7„  —  -  v„ _.  -+-      '-— -^  .r«- 1  q=  "Ji  ±  X- 

m  %  Je 
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Nous  veuonsd'exprimer  A'y  en  fonction  de  j',  j^,,  j^,.*» 
On  peut  réciproquement  exprimer  y^  en  fonction  de 
y^  t^y^  ^y^  etc.  On  y  parTient  de  la  manière  suivante  : 
On  tire  de  Téquation 

Ar  =  r.  —  j>      r.  =  rH-Ar, 

ou ,  si  Ton  fait  y  =  f{x)^ 

/{x-h  h)  =/(x)  -+-  A./{x). 

Cette  dernière  équation  subsiste ,  queUe  que  soit  la  fonc- 
tion fÇx).  Si  l'on  y  met  successivement  à  la  place  dcf(x) 

/{x-hh),    /(x-h2>i),    /(x-^nh), 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

/{x  -h  2A)  =/{x  -h  A) H-  à./{x  -h  /*), 
/(x  H-  3A)  =/(x  -h  2A)  -h  A./(4r  H,^A) , 

/{x  -h  nA)  =/[«  -4-  (/i  —  i)  A]  4-  A./[a:  4-  (/i  —  I )  /ij , 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

^3  =r*  H-  Ar»> 


7"«  —  J^«— 1  "h  A^„„ 


Si  dans  la  première  des  équations  précédentes  on  remet 
pour  yi  sa  valeur  y  -f-  Ay,  on  trouvera 

r»  =yt  -h  AJ,  =  J^  H-  AJ^  H-  AJ  -h  A*J^  =  ^  -f-  aAj  -H  A»/. 

De  même,  si  Ton  remet  cette  valeur  de  j^i  dans  Téquation 

^3    =    Ja    -H    AJ,, 

on  trouvera 

r3=raH-  Ar,=r  -i-  ^  ^r  -h  ^v  -»-  v  -i-  2a»j4-  A\r 

=  ^    4-   3a>^  4-  3A*r4-  A-V 
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En  continuant  de  même  on  trouvera  généralement 

n  n(n — i)  n 

I  1 .9  I 

Pour  démontrer  rigoui*eusement  cette  formule,  ou  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  j^„  obtenue  par  de^ 
calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent  est  nécessaire- 
ment une  fonction  linéaire  des  quanti  tésj^,  Ay,  A*j,  A-y; 
puis  Ton  déterminera  cette  même  fonction  à  Taide  du 
théorème  suivant  : 

Théoeème  a"*.  Pour  déterminer  complètement  uiic 
fonction  linéaire  des  quantités j^,  Ay,  A'y,  etc.,  il  suffit 
de  calculer  la  valeur  particulière  que  reçoit  cette  foncliou 
dans  le  cas  où  l'on  pose  j^  =  a',  de  remplacer  dans  œiti* 
valeur  particulière  a'  par  y^  «*  par  i  -f-  A,  de  déve- 
lopper le  résultat^btenu  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  A,  et  de  substituer  dans  ce  développement,  à 
chaque  produit  de  la  forme  A**  Xj^i  la  dilTérence  finie  A"r- 
Démonstration,  Soit 

A^.H-BA/-4-CA»r.    . 

la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit.  Sa  valeur  particulièn' 
correspondant  au  cas  où  Ton  suppose  j'  =  af  sera 

[A  H-  B  (fl*  —  i)  +  C  (fl*  —  i)  * . .  .]  fl*. 

Si ,  dans  cette  val eui' particulière,  on  remplace  ii^  |)ar  > . 
a*  par  i  -4-  A,  on  obtiendra  l'expression 

(A  +  Ba  -hCA»4-  . ..).>'  =  Aj  -f-  B.\X  jH-Ca»  X  r... 

et  si ,  dans  cette  dernière ,  on  considère  Ay ,  A*y,  etc. , 
comme  représentant,  non  les  produits  de  A,  A'  par  >, 
mais  des  diflerences  finies  du  premier,  du  second  or- 
dre, etc.,  on  relrouv<*ra  évidemment  la  fonction  linéaire 
proposée. 

Cherchons,  a  Taide  de  ce  théorème,  la  ^aleur  ijénérale 
de  Yn  <în  fonction  de  >',  A^,  A'r. ..  On  trouvera  d'abord. 
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VU  faisant  y  =  a' , 


J  n  —  " 


Si ,  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  on  rem- 
place a'  par  y^  n^  par  i  +  A,  on  obtiendra  la  formule 
symbolique  ^ 

En  développa tit  cette  dernière  et  substituant  aux  pro- 
duits A^,  ù^y  les  différences  finies  qui  s'écrivent  de  la 
même  manière,  on  trouvera 

n  n  n  —  i  n 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Dans  la  demièi*e  leçon ,  nous  avons  démontré  les  deux 
équations 

n  n       . 

=r/(4- -h/ï/*)  +  "/[j:-h(/i  — i)A]-f-...ip-/(^ -I- ^')  ±/W» 

et  nous  avons  remarqué  que  l'on  pouvait  présenter  ces 
deux  équations  sous  une  forme  symbolique  en  écrivant 

Nbus  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  mêmes  formules. 

Si  l'on  suppose  dans  la  première  j^  =  x*,  m  étant  un 
nombre  entier  inférieur  à/î,  A",  a:™  étant  alors  égal  à 
zéro,  on  trouvera 

(x-h/iA)-— -[ar-|-(/i— i)A]-..    =|Z-(j:-4-A)"±j:'"=o. 
^Si  l'on  suppose  au  contraire  y  =  x'%  on  aura,  comme  on 
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Ta  fait  voir  dans  la  dernière  lecou  ^ 

A".jr"  =    1 .2.3.  .    n^", 
et  par  suite 

m 

(x-hnhY [j:-I-(/i— i)AJ'...±:a:"  =  i.2  3    ../lA». 

Si  dans  les  formules  précédentes  on  fait  x  =  o,  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles  deviennent  divisibles  par  hr 
ou  A",  et  Ton  en  tirera 

n,           .        n(n — i) ,  . 

w"t (/i  —  i)--f--^ ^  r,i  _  2)«  __  etc.  =o, 

n" (;i  — i)"-|--^ i(/ï  — î)*  — etc.  =  i.a.B..  «. 

La  dernière  de  celles-ci  sert  à  démontrer  le  théorème  de 
Wilson ,  savoir,  que  le  produit  i  .2.3 . . . /i ,  augmenté  de 
Tunité  9  devient  divisible  par  n  +  i  ?  toutes  les  fois  que 
/»  +  I  est  un  nombre  premier.  Ainsi ,  par  exemple ,  le 
produit  1.2.3.4  =  ^4?  augmenté  de  Tunité,  devient  di- 
visible par  5 .  Le  produit  1.2. 3.4*5. 6=  720 ,  augmenté 
de  Tunité,  devient  divisible  par  7. 

La  démonstration  de  ce  théorème  ^  fondée  sur  la  série 
que  je  viens  de  rapporter,  a  été  donnée  par  Lagran^re 
dans  Içs  Mémoires  de  Berlin,  et  par-Eulcr  dans  ses  Opu»* 
cules  analytiques.  Ceux  qui  désireront  en  connaîti-e  les 
détails  les  trouveront  dans  la  Théorie  des  nombres  de 
Legendre,  k  la  tête  de  la  seconde  partie. 

Je  passe  maintenant  aux  applications  que  Ton  peut  faire 
de  la  formule 

/(x  -h  nh)  =y-\ —  Ar  -h  - A*v  -f-  etc. 

Si  Ton  suppose  dans  cette  formule  /i/i  =  A,  j:=Xo  et  que 
Ton  désigne  respectivement  par  j„,Aj,„A*yo,  etc.,ccque 
deviennent/,  Ay,   ù^y^  etc.,  en  vertu   de  Thypothèse 
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X  ==  j:^,,  on  aura 

^  I     A  I  2  A* 

Si  Ton  faîl  dans  celle  dernière  Xo  +  ^  =  X,  on  irouvera 

Touiefois,  celle  dernière  équaiion  suppose  queX — Xo=h 
esl  un  mulliple  de  h. 

En  rccouranl  à  des  équations  du  genre  de  celles  que 
nous  avons  déjà  nommées  équations  symboliques,  on  peul 
retrouver  d'une  manière  très  élégante  et  très  simple  les 
deux  formules  fondamentales  du  calcul  aux  difl'érences 
finies.  La  notation  D,  indiquera,  comme  nous  Tavons 
déjà  admis ,  que  Fou  prend  la  dérivée  par  rapport  à  or ,  et 
les  dérivées  successives  d'une  fonction  quelconques^  de  x 
seront  représentées  par  les  notations  Dx^f  Kj', ...  Ty"j. 
On  aura  dès-lors ,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

l'i -+- A)r  =1  I  -+--D,H D;.    .W- 

I         1.2         y-' 

Cette  équation  symbolique  subsiste  quel  que  soitj^,  ce  que 
Ton  exprime  en  écrivant 

I  -t-  ^  =  t  H-  -  D,  -h    —  D;  -h  etc., 

I  1.2 

ou  plus  simplement 

De  cette  dernière  équation  symbolique  on  lire 
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et  par  conséquent 

^,  _  LhD,_ ,  y  _  ^»AD,  _«  ^1.-1)  AD, 

^  i 


I  .2 


OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  cause  des  équations 


i     2 


c'est-à-dire 


^D.     ^ 


/lAj  H ^ ^  A»r  -h  .    . , 

1.2 


OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

nln  —  I  ) 

Nota.  En  indiquant  par  Dj^ii,  D^k,  D.u  les  dériTées 
d'une  fonction  u  =  F  (x,y,  z),  prises  par  rapporta 
x^y,  z, .  .^  la  formule  de  Taylor,  étendue  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

Nous  verrons  plus  tard  à  combien  d'heureuses  transfo^ 
mations  cette  formule  peut  conduire,  et  quels  immenses 
avantages  on  pourrait  retirer  de  l'emploi  habituel  des 
notations  D^,  D^,  D.    .... 
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PREMIERE  NOTE 


SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  D'INTERP(»^TION  ; 


_  • 

Par  m.  Cauchy. 


Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  Géométrie,  à  la 
Physique ,  à  F  Astronomie , . . .  deux  sortes  de  questions  se 
présentent  à  résoudre  :  il  s'agit,  i^  de  trouver  les  lois 
générales  des  figures  et  des  phénomènes ,  c'est-à-dir^k 
forme  générale  des  équations  qui  existent  entre  les^K- 
verses  variables  ;  par  exemple ,  entre  les  coordonnées  des 
courbes  et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  le  temps,  les 
espaces  parcourus  par  les  mobiles,  etc..  ;  2^  de  fixer  en 
nombres  les  valeurs  des  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'expression  de  ces  mêmes  lois , 
c'est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que  ren- 
ferment les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on 
distingue  ordinairement,  comme  l'on  sait,  celles  qui  peu- 
vent varier  indépendamment  les  unes  des  autres,  et  que 
Ton  nomme  pour  cette  raison  variables  indépendantes, 
d'avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  résolution  des  di- 
verses équations ,  et  qui  se  nomment  fonctions  des  varia- 
bles indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de 
T.  I.  33 
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ces  fonctions ,  cl  supposons  qu'elle  se»  déduise  des  variables 
indépendantes  par  une  équation  ou  formule  qui  renferme 
un  certain  nombre  de  coefficients.  Un  pareil  nombre 
d'observations  ou  d'expériences ,  dont  chacune  fournira 
une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspondante  à 
un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes, suffira  pour  la  détermination  numérique  de  tous 
ces  coefficients  ^  et,  cette  détermination  faite,  on  pourra  ob- 
tenir sans  difficulté  de  nouvelles  valeurs  de  la  fonction  coi^ 
respondantes  à  de  nouveaux  systèmes  de  valeurs  des  varia- 
bles indépendantes ,  et  résoudre  ainsi  ce  qu'on  appelle  le 
problème  de  l'interpolation.  Par  exemple  ,  si  l'ordonnée 
d'une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l'abscisse 
par  une  équation  qui  renferme  trois  paramètres ,  il  suffira 
de  connaître  trois  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  trois  va- 
leurs particulières  de  l'ordonnée  correspondantes  à  trois 
valeurs  particulières  de  l'abscisse,  pour  détermn^rles  trois 
paramètres^  et,  cette  détermination  effectuée,  oq pourra 
sans  peine  tracer  la  courbe  par  poiu^  en  oalculant  leftco- 
oïd^unées  d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de 
iHKHVeaux  points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  com- 
pris entre  les  points  donnés.  Ainsi ,  envisagé  dans  toute 
son  étendue,  le  problème  de  T interpolation  consiste  à 
déterminer  les  coefficients  ou  constantes  arbitrai i^es  que 
renferme  l'expression  des  lois  générales  des  figures  ou  des 
phénomènes ,  d'après  un  nombre  au  moins  égal  de  pointa 
donnés,  ou  d'observations,  ou  d'expériences.  Dans  une 
foule  de  questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au 
premiei*  degré  seulement  dans  les  équations  qui  les  ren- 
ferment. C'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsqu'une  fonc- 
tion est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  asecndautes  ou  descendantes  d'une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'un  même  arc.  Alors  il  s^agit  de 
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déterminer  les  coefficients  de  ceux  des  termes  de  la  série 
que  Ton  ne  peut  négliger  sans  avoir  à  craindre  qu^il  en 
résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonction. 
Dans  le  petit  nombre  de  formules  t|ui  ont  été  proposées 
pour  cet  objet ,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du 
calcul  des  différences  finies,  mais  applicable  seulement 
au  cas  où  les  diverses  valeurs  de  la  variable  indépendante 
sont  équi différentes  entre  elles,  et  la  formule  de  Lagrange 
applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  à  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable indépendante.  Toutefois  cette  dernière  formule 
elle-même  se  complique  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
Ton  veut  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
en  série  un  plus  grand  nombre  de  termes  ]  et  ce  qu'il  y  a 
de  plus  fâcheux ,  c'est  que  les  valeurs  approchées  des  di- 
vers oixires  correspondantes  aux  divers  cas  où  Ton  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  terme,  puis  deux  termes, 
puis  trois  termes, . . .  s'obtiennent  par  des  calcids  à  peu 
près  indépendants  les  uns  des  autres ,  en  sorte  que  chaque 
nouvelle  approximation,  loin  d'être  rendue  facile  par 
celles  qui  la  précèdent ,  demande  au  contraire  pin  de 
temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients,  et  con- 
duit par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à 
m'oecuper  de  nouveau  du  problème  de  l'interpolation , 
J'ai  eu  le^  bonheur  de  rencontrer  pour  la  solution  de  ce 
problème  une  nouveUe  méthode  qui ,  sous  le  double  rap- 
port de  la  certitude  des  résultats  et  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  les  obtient,  me  parait  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je 
ne  doute  guère  qu'elle  ne  soit  bientôt  d'un  usage  général 
parmi  les  personnes  adonnées  à  la  culture  des  sciences 
physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formide,  je  suppose 
qu'une  fonction  de  x^  représentée  par  j^,  soit  développa- 

33.. 
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ble  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  or ,  ou  bien  encore 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x,  ou 
même,  plus  généralement,  suivant  d'autres  fonctions  dt 
X  que  je  représenterai  par 

en  sorte  qu'on  ait 

(i)  X  =  au  -\-  bu  -\-  cw  -h    '  .  •  , 

9 

a  y  &,  c,...  désignant  des  coefficients  constants.  Il  s'agit 
de  savoir,  i^  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (i)  pour  obtenir  une  va- 
leur de  j^  suffisamment  approchée,  dont  la  différence  avec 
la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable  aux  erreurs 
que  comportent  les  observations  ;  2^  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Les  données  du  problème  sont  un  nombre 
suiSsamment  grand  de  valeurs  àey  représentées  par 

et  correspondantes  à  un  pareil  nombre  n  de  valeurs  de  x 
représentées  par  x^^  ar,,.  .  .x„,  par  conséquent  aussi  â 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  chacune  des  fonctions 
n^  1^,  IV, .  .  .  valeurs  que  je  représenterai  de  même  par 

pour  la  fonction  // ,  par 

pour  la  fonction  i^,  etc.  Ainsi,  pour  résoudre  le  pro- 
blème ,  on  aura  entre  les  coefficients  inconnus  «,  i,  c,... 
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les  n  équations  du  premier  degré 

y^   =  fl«,   -h   hv^   H-  ctv,    -4-    .., 
^,    =   flB,    -+-    Ap,   -h   ctv,   -4- .  •  . , 

j„  =  flo»  +   6p„  -h  Cfv,,  -H .  . . , 

qui ,  si  Ton  désigne  par  i  Tun  quelconque  des  nombres 
entiers 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

y-i  =  aUi  -h    fcv,  4-  cwi  H- .  .  . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant 
les  coefficients  &,  c, . . . ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
réduisant  la  série  à  son  premier  terme.  Alors  la  valeur 
générale  approchée  de  y  sera 

y  —  au\ 

et ,  pour  déterminer  le  coefficient  a ,  on  aura  le  système 
des  équations  \ 

(2)       y,   =  ûtt,,      y^  =z  au^^.,.      .r,  =  aa„. 

Les  diverses  valeurs  de  a ,  que  l'on  peut  déduire  de  ces 
équations  considérées  chacune  à  part,  ou  combinées  entre 
elles,  seraient  toutes  précisément  égales  si  les  valeurs 
particulières  de  j^,  que  nous  supposons  données  par  l'ob- 
servation, étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il  n*en 
est  pas  ainsi  dans  la  pratique,  où  les  observations  compor- 
tent des  erreurs  renfermées  entre  certaines  limites  :  et 
alors  il  importe  de  combiner  entre  elles  ces  équations  de 
manière  que,  dans  les  cas  les  plus  défavorables.  Tin- 
fluence  exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a  par  les  er- 
reurs commises  sur  les  valeurs  dey,,  /!?•  •  .,  J^n?  soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  Ton 
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peut  faire  des  équations  (a)  pour  en  tirer  une  nouvelle 
équation  du  premier  degré ,  par  rapport  à  a,  fournissent 
toutes  des  valeurs  de  a  comprises  dans  la  formule  générale 


que  Ton  obtient  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équa- 
tions (2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
des  facteurs  constants  Ar , ,  /r, . .  • .  Ar„.  Il  y  a  plus  \  conmie  la 
valeur  de  a  déterminée  par  cette  équation  ne  varie  pas 
quand  on  fait  varier  simultanément  les  facteurs  &,,  A's, ...,  A. 
dans  le  même  rapport,  il  est  clair  que  parmi  ces  fac- 
teurs, le  plus  grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  tou- 
jours être  censé  réduit  à  Ttmité.  Remarquons  enfin  que , 
si  Ton  nomme 


les  erreurs  respectivement  commises  daps  les  observations, 
sur  les  valeurs  de 


Xiy  y 


a>    •••>    J  ny 


la  formule  précédente  fournira  pour  a  une  valeur  appro- 
chée ,  dont  la  différence  avec  la  véritable  sera 


^x  «I  -H  ^a«a    -h    ...    H-  h 


n*n 


k^u^  -^k^Ur^  -h.  .  .  -l-^«w« 


U  faut  maintenant  choisir  A, ,  A,,  . . .,  it„  de  teUe  sorte 
que ,  dans  les  cas  les  plus  défavorables ,  la  valeur  numé- 
rique de  cette  différence  soit  la  moindre  possible. 
Représentons  par 

Si/, 

la  somme  des  diverses  valeurs  numériques  de  1/, ,  c'est-à- 
dire  ce  que  devient  le  polynôme 


<<t  3=  Ml  nz  . . .  31 1<« 
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quand  on  y  dispose  de  chaque  signe  de  manièrt*  à  rendre 
chaque  terme  positif.  Représentons  par  Se^  non  la  somme 
des  valeurs  numériques  e» ,  £f , . .  • ,  e« ,  mais  ce  que  devient 
la  somme  Sm,  quand  on  y  remplace  chaque  valeur  de  i/, 
parla  valeur  correspondante  de  c,.  Si  Ton  réduit  à  +  i 
ou  à  —  I  chacun  des  coefficients  ^i,  ^i ?  . .  . ,  ^„,  en  choi- 
sissant les  signes  de  manière  que,  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction 


^,a,  -4-  A^,a,  H-  ...  -1-  /„«« 

tous  les  termes  soient  positifs,  cette  fraction  sera  ré- 
duite à 

Su, 

m 

cl  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale 
au  rapport 

si  Ton  désigne  par  E  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  Bi ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  valeur  numérique 
de  Se,  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  D'autre  part,  en 
attribuant  à  A^,,  ^t  •  •  •  9  K  des  valeurs  inégales  dont  la 
plus  grande  (abstraction  faite  des  signes)  soit  Tunité»  on 
obtiendra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité 
dont  la  valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à 
Sui  j  tandis  que  la  valeur  numéricpie  du  numérateur  pourra 
s'élever  jusqu'à  la  limite  E^  ce  qui  arrivera  effectivement 
si  les  erreurs  c,,  e,,...,  €„,  sont  toutes  nulles,  à  l'ex- 
ception de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  facteur  égal, 
au  signe  près,  à  l'unité.  Il  en  réstilte  que  la  pftfs  grande 
erreur  à  craindve  sur  la  valeur  de  a  déterminée  par  la 
forinule 


a  ==: 


h^Ui   4-  A^««a    -h. ..-+-/»«« 
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le  contraire  a  liea,  il  suffira,  poui^  obtenir  une  approxi- 
mation nouvelle,   d'opérer  sur  la  formule  (3),   comme 
dans  la  première  approximation  Ton  a  opéré  sur  la  fo^ 
muley  =  «a  -+-  ii^  *+-  civ  -+-  etc. 
Cela  posé,  désignons  par 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  ùki^t  \  et  par 

S'a^i,    S'a»»,,  etc., 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S'A»*, 
quand  on  y  remplace  chaque  valeur  de  Ai^,-  par  la  valeur 
correspondante  de  Ay,  ou  de  Atv„. .  .\  soit  enfin 


si  Ton  peut,  sans  erreiu*  sensible,  négliger  dans  la  série(i) 
le  coefficient  c  du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  sui- 
vants ,  on  devra  prendre  pour  valeur  approchée  de  Ay 

Soit  A*^  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette 
valeur  approchée ,  et  faisons  en  conséquence 

Posons  de  même 

Afv  =  CS'ùiWi  -h  A'w,  etc.  : 

pn  tirera  successivement  de  la  formule  (3) 

A^,-  =  b^Vi  -+-  cMVi  +  etc., 
S'aj^i  =  b^'ùiVi  -f-  cS'aw/  -h  etc.  ; 

puis  cette  dernière ,  multipliée  par  S  et  retranchée  de  lé- 
quation  ùk.j  =  i Ai^  +  cAw  -4-  etc., 

\*y  =  cà^w  -H  etc. 
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Soient  d'ailleurs  6, ,  A*j^, ,  «A*iv, , . .  . ,  ce  que  deviennent 
les  valeurs  de  ë ,  A*y,  A'tv, . . . ,  tirées  des  équations  qui 
précèdent,  quand  on  y  remplace  x par  Xi ,  / étant Tun des 
nombres  entiers  i,  a, .../}.  Si  les  valeurs  de 

sont  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  aune 
nouvelle  approximation  ,  et  Ton  pourra  s'en  tenir  à  la  va- 
leur approchée  de  ùj"  fournie  par  l'équation  Ajr=ëSùgri, 
Si  le  contraire  a  lieu,  il  suiBra,  pour  obtenir  une  troi- 
sième approximation ,  d'opérer  sur  la  formule  qui  donne 
A^,  comme  on  a  opéré  dans  la  première  approximation 
sur  la  formule  (i).  En  continuant  de  la  sorte ,  on  obtien- 
dra la  règle  suivante  : 

L'inconnue  jr^,  fonction  de  la  variable  x ,  étant  suppo- 
sée développable  en  une  série  convergente 

(I)  au  -h  bif  -h  av  -f-..., 

QÙ  u^Uy  IV, ... ,  représentent  des  fonctions  données  de  la 
même  varîable ,  si  l'on  connaît  n  valeurs  particulières  de 
jr  correspondantes  à  n  valeurs  particulières 

de  X,  si  d'ailleurs  on  nomme  i  l'un  quelconque  des  nom- 
bres entiers  i ,  2, . . . . ,  n ,  et  j^, ,  Ui^  i^, , . . . . ,  ce  que  de- 
viennent j^,  II,  i', . . .,  quand  on  y  remplace  x  par  Xi\ 
alors ,  pour  détenir  la  valeur  générale  de  jr  avec  une  ap- 
proximation suflBsante,  on  déterminera  d'abord  le  coef- 
ficient a  k  l'aide  de  la  formule 

(II)  U  =  etSWi, 

dans  laquelle  Sui  désigne  la  somme  des  valeurs  numé-, 
riques  de  li, ,  et  la  différence  du  premier  ordre  ùjr  à  l'aide 
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(le  la  formule  ^  ^ 

(m)  r  =  «Sj/  -+-  A^. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A^,  représentées  par  Aj', , 
A j^t  9  •  •  •  9  AX„ ,  sont  comparables  aux  erreurs  (Inobserva- 
tion 9  on  pourra  négliger  ^y  et  réduire  la  valeur  appro- 
chée de  j' à 

•Sri. 

Dans  le  cas  contraire ,  on  déterminera  6  à  Taide  des 
formules 

(IV)  V   =    «SPi    -h    AP,      AP   =   CS'APi, 

S' Ai^i  étant  la  somme  des  valeurs  numéri(pies  de  As^, ,  et 
la  différence  du  second  ordre  ^y  à  Taide  de  la  formule 

(V)  Ajr    =   CS'AJ    -h    A»r. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A'y,  représentées  par  A*jr„ 
A^t  9  •  '  *  9  ^ V"  9  ^^'^^  comparables  aux  erreurs  d'observa- 
tion ,  on  pourra  négliger  ù^y  et  réduire  en  conséquence 
la  valeur  approchée  de  j^  à  «Sy,  +  êS'Aj^.. 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y  par  les  for- 
mules 

(VI)  iVirzBStv.-l-Atv,    Atv  =  ;S'AM\-h  A'tv,    A*f«'  =  yS"A*iVj, 

S^A'tv,  étant  la  somme  des  valeurs  numéri(pies  de  A'tv, , 
et  la  différence  du  troisième  ordre  ù^y  par  ta  formule 

(Vn)  A»/  =  yS'Vj,  4-  A^^etc. 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  «,6,7,... 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc.,  on  de- 
vra calculer  les  différences  des  divers  ordres  représen- 
tées par 


AJ,    A\>-,    aV 


>  • 


ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
valeurs  a:,,  Xj,.  .  .•  j:„  de  la  variable  x,  juscpi'à  ce({ue 
Ton  parvienne  à  une  différence  dont  les  valeurs  particu- 
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iières  soient  comparables  aux  erreurs  d'observation.  Alors 
il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de  cett» différence  tirée 
du  système  des  écpations  (III) ,  (V) ,  (Vil), . . .  pour  ob- 
tenir avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y. 
Cette  valeur  générale  sera  donc 

y  =  «Sjô     ou     y  -=  oiSxi  -+■  ^S'aj^i,     ou     etc., 

suivant  que  Ton  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la 
série  à  son  premier  terme ,  ou  à  ses  deux  premiers  termes. . . 
Donc ,  si  Ton  nomme  m  le  nombre  des  termes  conservés , 
le  problème  de  Tinterpolation  sera  résolu  par  la  formule 

X  =  «St.-  -h  SS'a j.-  -h  yS"A Vi  -h  etc., 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu'au  terme  qui  ren- 
ferme A"''"'^,. 

n  est  bon  d'observer  que  des  formules  précédentes  on 
tire  non-seulement 

S«,=  i;SC,=  o,   S'  ,  =  i;  Sy,  =  o,   S'yi  =  o,  S'Vi=  i,etc.; 

mais  encore 

Sac,  =  ô;  Saw»,  =r  o,  Sa'cv,  =  o,  S'a*w,  =  o,  etc. . . , 
et 
Sàyi=zo  ;  Sà*Xi=Oy  S' A»7.=o,  Sa  Vi=o,  S'a  Vi==o,  S^'a  Vi=o,... 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d'équations  de  condi- 
tion auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières 
de  a ,  6 ,  y, . . . ,  ainsi  que  celles  des  différences  des  divers 
ordres  de  a,  i^,  iv, . . . ,  j^^  et  il  en  résulte  qu'on  ne  peut 
commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs  particulières  au- 
cune erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul  fait 
que  les  équations  de  condition  cessent  d'être  vérifiées. 

En  résimié,  les  avantages  des  nouveUes  formules  d'in- 
terpolation sont  les  suivants  : 

I®.  Elles  s'appliquent  aux  développements  en  séries, 
quéUe  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes 
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se  déduisent  les  uns  des  autres ,  et  quelles  que  soient  les 
valeurs  équidiilQérentes  ou  non  de  la  variable  indépen- 
dante; 

a°.  Les  nouvelles  formules  sont  d'une  apfdication  très 
facile ,  surtout  (]uand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le 
calcul  des  rapports  a,  6,  7  V9  ^^  ^^^  produits  de  ces  rap- 
ports par  les  sommes  des  diverses  valeurs  des  fonctions  ou 
de  leurs  différences.  Alors,  en  effet,  toutes  les  opérations 
se  réduisent  à  des  additions  ou  k  des  soustractions. 

3^.  A  Taide  de  ces  formules  les  approximations  succès^ 
sives  s'exécutent  avec  une  facilité  déplus  en  plus  grande, 
attendu  que  les  différences  des  divers  ordres  vont  géné- 
ralement en  diminuant; 

4^.  Ces  formules  permettent  d'introduire  à  la  fois  dans 
le  calcul  les  nombres  fournis  par  toutes  les  observations 
données ,  et  d'augmenter  ainsi  l'exactitude  des  résultats 
en  faisant  concourir  à  ce  but  un  très  grand  nombre  d'ex- 
périences ; 

5^.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu'à  chaque  ap* 
proximation  nouvelle,  les  valeurs  qu'elles  fournissent 
pour  les  coefficients  a^  t,  r, . . .  sont  précisément  celles 
pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à  craindre  est  la 
moindre  possible  ; 

6^.  Ces  formules  indiquent  d'elles-mêmes  le  moment 
où  le  calcul  doit  s'arrêter,  en  fournissant  alors  des  difK- 
rences  comparables  aux  erreurs  d'observation  ; 

7^.  Enfin  les  quantités  qu'elles  déterminent  satisfont  à 
des  équations  de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  com- 
mettre la  plus  légère  faute  de  calcul ,  sans  qi>e  l'on  s'fn 
aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  Exercices  de  Afatlié- 
mnfir/ues  de  nombreuses  applications  de  ces  formules 
d'interpolation. 
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DEUXIEME  NOTE 


SUR    LA 

CONDITION   DE   CONVERGENCE 

DE  LA  SÉRIE  QUI  DONNERAIT  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  PLUS 
PETITE  RACINE  DE  l'ÉQUATION J^  =  XCOSJ'. 


Si  ce  volume ,  dont  j'aurais  voulu  faire  l'expression 
complète  de  la  science  actuelle ,  n'avait  pas  cru  au-delà  de 
toutes  mes  prévisions,  j'aurais  placé  ici  une  exposition 
simple  et  facile  de  deux  des  plus  importants  travaux  de 
M.  Cauchy ,  ayant  pour  objet  la  résolution  des  équations 
littérales  ou  numériques  de  tous  les  degrés ,  et  des  équa- 
tions transcendantes.  Forcé  de  m'arréter,  je  donnerai 
seulement  un  exemple  de  la  résolution  des  équations 
transcendantes  ;  cette  application  est  d'autant  plus  néces- 
saire, qu'elle  complétera  une  des  plus  belles  théories  ex- 
posées dans  ces  leçons. 

Nous  avons  dit  que  la  plus  petite  racine  j^y  de  l'équa- 
tion j^  =  X  cosy  sera  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  pour 
tout  module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  répondent 
aux  équations  simultanées  : 


cos  r 


ces  r 
,      — ^^nr  —  sinj, 
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dont  la  seconde  peut  être  réduite  à  col  y  =  — y^  on  peut 
être  remplacée  par  la  formule 

cos^  -h  xùax  =  o. 

Quand  on  développe  sin  j^  et  cos  j^,  cette  dernière  formide 
devient 


1    -h- ~r 

2  t»  4 


Z!      _ 


O. 


I .2.3.4  6 

Or  si  Ton  nomme  Y  le  module  de  la  variable  réelle  on 
*   imaginaire  jr,  le  module  du  polynôme  qui  précède  ne 
pourra  pas  surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  diven 
termes,  savoir 


Y> 


I     Y^ 
1 .2    4 


Y« 
-^--+-eic. 


I  a. 3. 4  6 

D'où  il  résulte  que  l'équation  cot  j^  =  — y  n'admettn 
point  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  les  moduki 
soient  inférieurs  à  la  racine  positive  unique  de  l'équation 

Y»       J_  Y^  r        Y«  _ 

2t        1.24        1 .2.3.4  6  '         * 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  de  l'équation 

Y        —Y            Y        —Y 
y :  =  o, 

2  2  * 

qu'on  peut  encore  présenter  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes 


Y  =  1  -h 


.^Y_. 


,     2Y-I(Y  -f-i)-hl{Y-i)  =  o. 


D'ailleurs  cette  racine,  supérieure  à  l'unité,  en  vertu  de 

la  formule 

2 


Y=  I  -h 


2Y  » 

e     — 1 
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M'î'd ,  en  vertu  de  la  formule 


Y^  I     Y^ 


7.  1.24  1.2.3.46 

inférieure  à  la  racine  positive  deTëcpation 

Y»         I    Y* 


•   •   •    ■  ■       I  • 


2         1.24 


9 


ï"'est-à-dire  au  nombre  V  — +2k  1.2  =  1,2100. .  .^  et 
si  Ton  pose  dans  l'équation  2Y — l(Y+i)+l(Y — i)=o, 
Y  =  1,2  +  i,  I  sera  renfermé  entre  les  limites  —  0,2 
et  0,1.  Cela  posé,  en  considérant  1,2  comme  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racrne  pomtive  Y  de  cette 
dernière  équation ,  on  obtiendra  facilement ,  per  Temploi 
de  la  formule  de  Taylar,  de  nouveUes  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées.  En  effet,  désignons  par  F  (Y)  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation ,  par  a  la  valeur  appro- 
chée de  la  racine  Y ,  et  par  a  +  '  sa  valeur  exacte ,  on 
aura 

F(Y)  =  ¥(a  ■+■  1)  =  F(a)-hi¥\a  -+-  Oi); 

6  indiquant  un  nombre  inférieur  à  Tunité,  et  les  valeurs 
de  F'(Y),  F'(a  +  fli)  étant 

Dès-lors  Téquation  F  (Y)  =  o  donnera 


PW^ 


VI  comme  on  aura  encore 


/l=:l,2,  ¥(a)  =  la  — 1(  j=r  2,4 —  l(i  i)  =  o,oo2io5, 

T.  I.  34 
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on  trouvera  définitivement 

I— (1,7. -h './)"* 

I  =  —  0,00a  1  CD  ^ — . 

En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  non-seulement  1  sera 
négatif,  mais  de  plus  sa  valeur  numérique  sera  inférieur* 
au  produit 

0,00!2105 ^  =r  O,O0032l6, 

2 

et  par  suite  supérieure  au  produit 

^  I — (1,2 — o,ooo32i6)""*  ^ 

0,0021  o5 ^ ' —  =0,000 32 12.  .  . 

2 

Donc,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  millioniè- 
mes, on  aura 

1  =  —  0,000821,   Y=  1,2  — 0,000 321....  =  1,199678.... 

Cette  dernière  valeur  de  Y  représente  donc  une  limite  in- 
férieure que  ne  peuvent  pas  dépasser  les  modules  des  va- 
leurs de  Y  qui  vérifient  Téquation 

21.241 .2.3.4  6 

Mais  ces  modules  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il  s'a- 
git ,  puisqu'on  satisfait  à  la  dernière  de  ces  équations  ni 

supposant  ^  =  Y  V^ —  i  ==  1 , 1 99  678 . . .  \/ — i ,  ou  en  pre- 
nant pour  Y  la  racine  positive  de  réquatîon 

Y»       __^_^Y4  »         Yfi  _ 

?.  1.24  1.2.3.40 

Ce  n'est  pas  tout^  comme,  en  vertu  des  équations 


X  — 

X  cos  r,     cos  j  -k-y  sm  j  — •  0, 

on  a 

^_  y  _  — ' 

co^X      siiij^' 
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im  1*11  conclura 

r*  I  r* -h  I 

cos*j^      sin*/       cos*^-+-$in»j  ' 

et  par  conséquent,  sî  l'on  suppose  le  module  V  dej'  égal 
ou  supérieur  au  nombre  1,199  678. . . ,  le  module  corres- 
pondant de  X  sera  égal  ou  supérieur  a 

V/y» — 1=1/(1,199678...)*—  ï  =  0,662  742----> 

([u'îl  atteindra,  si  Ton  suppose j''=  1,199  678. . .  k — i. 
Donc  le  plus  petit  des  modules  de  .r  qui  répondent  aux 
écjuationsj^  =  x  cosj^,  coi  y  =  — j",  sera  0,662 742. .. , 
et  par  consé([uent  la  plus  petite  racine  de  Inéquation 
y  =  X  cos j"  sera  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascejidantes  de  x  pour  tout 
module  de  x  inférieur  au  nombre  0,66274^  •  •  •  >  et  Ton 
se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat  au- 
quel M.  Laplace  est  parvenu  par  une  analyse  pénible  et 
des  calculs  assez  longs,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  la 
convergence  de  la  série  qui  foui*nit  le  développement  du 
rayon  vecteur  d'ime  planète  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  l'excentricité. 


Fl^     1)1      I>RKMIE1V     VOI.l.ME. 
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